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輸入估測法應用於重返載具彈道估測之強韌特性分析 
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摘    要 

快速與精確之重返載具即時彈道估測，為追蹤系統關鍵技術之一。即時彈道估測面臨主要

問題之一，在於模式誤差。此誤差的存在造成過去傳統估測方法精度上的偏差，甚至發散。結

合輸入估測法則及擴展型卡爾曼濾波器所構成之適應性卡爾曼濾波器，可大幅降低模式誤差所

衍生之估測誤差。本文主要著眼於適應性卡爾曼濾波器之強韌特性分析，以模擬分析之方式針

對影響彈道估測結果之參數，討論與驗証其靈敏度。由分析之結果發現適應性卡爾曼濾波器具

有相當優異之強韌特性，據此分析可一窺其應用範圍。 
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The on-line trajectory estimation of a reentry vehicle plays an important role in target tracking 
system. It leads to the requirement of the fast and accurate on-line trajectory estimator for a reentry 
vehicle. The uncertain target model error seriously decreases the estimation accuracy through the 
simple Kalman filter or extended Kalman filter. The adaptive Kalman filter, which combined the 
extended Kalman filter and input estimation algorithm is proposed in this paper. The robust validation 
of the propose method is the main consideration through different values of parameters including 
ballistic coefficients, modeling errors, and measurement error which they usually influence the 
trajectory estimation. The simulation results show that the adaptive Kalman filter has lower sensitivity 
to those diverse parameters in the tracking process and is worthy of further applications. 
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一、前言 

近年來由於重返載具(Reentry Vehicle, RV)
之朝向高速度、高操縱性及小雷達面積(Radar 
Cross Section, RCS)發展，使得如何提昇快速有

效之追蹤系統，一直為積極探究之主要課題。RV
追蹤之關鍵問題之一，在於無法正確掌握 RV 之

運動方程式，或稱之為數學模式，其影響之大，

足致地面雷達無法鎖定而喪失攔截時機。擴展型

卡爾曼濾波器(Extended Kalman Filter, EKF)對
非線性狀態估測於數學模式已知之情況，具相當

程度之精確度且常見之於各種應用實測中。然對

重返載具之飛行軌跡估測上，則因面臨運動方程

式之不準度，而有收斂速度甚慢，且誤差過大之

問題產生，無法滿足追蹤與攔截之需求。所謂不

準度係建立數學模式時之各項假設、量測誤差、

不確定外力影響如側向加速度或側風等與真實

系統間之差異，此稱謂之模式誤差 (Model 
Error)，均無法事先預估或彌補，而造成卡爾曼

濾波器估測與預估之誤差遽增。 
針對側向加速度，Chang 等首先提出對具側

向加速度之重返載具彈道即時估測[1]，將其組

合為擴增狀態變數(Augmented State)，再發展成

EKF[2]狀態估測。但 EKF 對參數之變化甚為敏

感，無法應用於真實系統中。鑑於近年輸入估測

(Input Estimation, IE)技術發展甚為完備，可將之

應用於彈道估測，即將模式誤差視為系統無法預

期之輸入利用輸入估測技術估算，用以修正 EKF
狀態估測，對模式誤差對彈道估測影響量之消

弭，應有助益。 

輸入估測主要是利用量測值與擴展型卡爾

曼濾波器間之誤差(Innovation)，估算未知之輸入

物理量，首先由 Chan 等[3-4]針對解決瞬間變化

目標追蹤問題提出，以採整批式(Batch Form)之
最小平方法(Generalized Least Squares Method) 

[5-7]進行輸入估測。另有關逃逸目標追蹤問題，

多位學者專家亦曾多方研究[8-11]，Tuan 等於

1996 年提出遞迴式輸入估測法則 (Recursive 
Least- Squares)[12]，應用於 IMM (Interacting 
Multiple Model, IMM)之追蹤。而後 Lee 與 Liu
發展適應性卡爾曼濾波器 (Adaptive Kalman 

Filter, AKF) [13]建立重返載具即時估測彈道之

方法，且獲得較優及穩定之彈道估測結果。經由

多人持續發展，發展出預估重返載具飛行軌跡之

能力。 

適應性卡爾曼濾波器確有較其他估測方法

優異之結果，但無可諱言，其內尚有部份參數，

須於事前輸入。為能完整探討輸入參數對估測之

影響，本文以模擬之方式，探討適應性卡爾曼濾

波器受彈道係數 β、量測誤差變異量 R、程序誤

差變異量 Q 等參數之影響，並驗証適應性卡爾

曼濾波器之強韌特性。期望藉由本文之研究，更

能了解適應性卡爾曼濾波器之特性與應用範圍

並作為爾後適應性卡爾曼濾波器應用之參考。 

二、數學模式 

考慮重返載具於重返階段之彈道。假設地表

為一平面、地球為靜止不動、地球之重力加速度

為一常數、重返載具為一點質量 (Point  Ｍass)

及重返載具質量為一常數，則重返載具僅受空氣

阻力及重力，且相對於雷達之運動幾何關係如圖

1 所示。 
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圖 1. 重返載具相對於雷達之運動幾何關係圖。 

其中 RO 為雷達所在之位置， ),,( RRR ZYX 為

重返載具相對於雷達之位置，其運動方程式為： 
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其中 β：彈道係數(Ballistic Coefficient)=
0ref D

W
S C

  

W ：重返載具之重量 

refS ：重返載具之參考面積(Reference Area) 

0DC ：重返載具之零升力(Zero Lift)阻力係數 

令狀態向量為 
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則運動方程式可表示為非線性狀態方程式為 
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擴展型卡爾曼濾波器根據重返載具之運動

狀態方程式，經離散化及線性化並考量程序誤差

ωn (Process Noise)後得狀態方程式為 

1 φ ω+ = +n n n nX X                  (7) 
其中 nX 為於 = ∆t n t 時之狀態， ∆t 為取樣週

期(Sampling Period)。 

( , )φ
=

∂
= + ⋅∆

∂n
X Xn

F X tI t
X

              (8)      

由於在追蹤重返載具時，僅有一具地面雷達

(Ground Radar)可資運用，即重返載具之位置與

速度係可由地面雷達所量測，則量測方程式

(Measurement Equation)為: 

= +n n nZ HX v                     (9) 

直接應用 EKF，得狀態之預估(Predicted) 

1/+n nX 及更新(Updated) 1/ 1+ +n nX 分別為[14] 

1/ /φ+ =n n n n nX X                     (10)  

 1/ 1 1/ 1 1 1/( )+ + + + + += + −n n n n n n n nX X K Z HX      (11) 
為簡化，令 1 1/ 1+ + +=n n nX X   , 

1/11
ˆˆ

+++ = nnn XX  

1 1 1( )φ+ + += −　n n n nM I K H ， 1 1 1( )+ + += − Ψ　 　n n nN I K H   
其中 1+nK 為卡爾曼增益(Kalman Gain)。若合併上

二式，則可得 

EKF 之修正值 +n lX 可歸納綜整為  
1

1 1

( ) ( )
n l ll

n l i n i n j n j n l n l
ji n l i j

X M X M K Z K Z
+ −

+ + + + +
== + = +

= + +∑∏ ∏          

l=1,2,3．．．                     (12)  
影響 EKF 估測精度與收斂速度的最大考量

因素為模式誤差，其來源可能包括運動方程式內

之參數變異、重返載具之側向加速度如側風、建

立數學模式時之各項未知假設、自然界於重返載

具上之不確定外力等[15]。此一誤差，可合併為
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一輸入項，相當於原數學模式內，另加入一額外

之力 U  (Extra Acceleration or Extra Input)，即(7)

與(9)式改寫為 

1 φ+ = + Ψ +n n n nX X U w             (13) 
= +n n nZ HX v                    (14) 

假設U 於 ( )∆ ≤ ≤ + ∆n t t n s t 輸入， 

0 , ( ) , 0
( ) 0,1,2,+

< ∆ > + ∆ >⎧
=⎨ ∆ ≤ ≤ + ∆ = ⋅⋅⋅⋅⋅⎩

　　　　 　 　　

　 　 　　　n l

t n t t n s t n s
U

U n t t n s t l s
 (15) 

令 +n lU 於 ∆t 間內為一常數。應用遞迴式最小平

方估測式，得 

)ˆˆ(ˆˆ
21121 −+−++−+−+−+ Φ−+= lnlnlnlnlnln UYGUU    (16) 

其中 ˆ
+n lY 為虛擬更新值(Virtual Innovation)，定義

為 

1
ˆˆ
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其中  
_
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2121ˆ11
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其 中 4 1ˆ ( )+ −n lu t 、 5 1ˆ ( )+ −n lu t 及 6 1ˆ ( )+ −n lu t 為

1= + −t n l 時之輸入增益 iG 與變異量 iV 分別為 
1

1 2 2 1 1 2 1 1 2[ ]ξ −
+ − + − + − + − + − + − + − + − + −= − Φ Φ Φ + ΦT T

n l n l n l n l n l n l n l n l n lV V V V V

輸入估測主要在利用 EKF 狀態估測誤差，獲得 

( )∆ ≤ ≤ + ∆n t t n s t 區間之輸入。其中 n與 s 代表

輸入之進入與移出時間，對估測而言亦為未知，

將利用檢定(Hypothesis Testing)方法決定。 

定義檢定統計量(Testing Statistics) 
ˆ

= i
st

ii

UU
V

  i =4,5,6              (17) 

令 ˆ
iU 為高斯分佈，則在既定之可信水準

(Confidence Level) α下，檢定法則為 

   ≥st stU t   輸入存在                (18) 
≤st stU t   輸入不存在              (19) 

其中 [ , ]− st stt t 為既定 α 下之可信度區間

(Confidence Interval)，可由高斯分佈機率表中查

得。 

當估測之輸入通過檢定，即授入 EKF 中估

測各狀態值，以修正其值，此即構成適應性卡爾

曼濾波器。於 ( )∆ ≤ ≤ + ∆n t t n s t 區間內，適應性

卡爾曼濾波器之預估及更新狀態為 
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u
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ˆ
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u
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經綜整適應性卡爾曼濾波器之方塊圖如圖 2 所

示。 
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Û

圖 2. 適應性卡爾曼濾波器方塊圖。 

三、輸入之可能因素分析 

在前述所發展之 AKF，係結合輸入估測與

EKF 而成。在整個 AKF 中，不難發現，輸入估

測是核心部分。依(16)式，輸入估測係由
lnY +
驅

動。亦即靠未加輸入與加入輸入之更新值

(innovation)差值，驅動估測輸入，並修正狀態

估測。 

因此，於(1)～(3)式運動方程式下，影響遞

迴式輸入估測式結果之因素，包括: 

1. 真實輸入 

計有為改變彈道而加入之側向加速度及於飛行

途中所遭受未預期之外力。 

2. 參數變異 

含彈道係數、狀態初始條件、量測及程序雜訊、

變異量 Q 與 R 之設定不同所造成之影響。 

3. 假設不同 

在建立重返載具執行逃逸運動時加入多項假

設，此與真實模式有所悖離，其影響量亦將反應

於估測之輸入內。 

 

4. 截斷誤差（Truncation error） 

EKF 是一遞迴式之狀態估測法則，由設定狀態

初始值起迄重返載具落地止，計算誤差有累積之

現象，亦將影響估測之輸入。 

亦即各因素之影響量將併入(13)式中之U
項中，而由(16)式估測。 

四、模擬分析與討論 

針對追蹤與估測重返載具之彈道，僅能應用

以加諸多項假設3D運動方程式，因而有模式誤

差出現，無法完全描述重返載具之真實運動。於

適應性卡爾曼濾波器中，彈道係數β、程序誤差

變異量Q、量測誤差變異量R等均為影響彈道估

測之重要參數，本節將採二種模擬彈道作為量測

值，驗証適應性卡爾曼濾波器對各重要參數之靈

敏度與強韌性。 

4.1 簡化彈道 
以Runge-Kutta數值微分法則，模擬(1)～(3)

式之彈道，並加入假設為常態分佈之雷達量測雜

訊，成為簡化之彈道標準值。 

另一段考慮一彈道係數 β =500 2lb /ft 之重

返載具，自高度100000ft俯衝以迄落地，最大速

度5500ft/sec，飛行時間自0秒起至45秒止，量測

取樣時間為0.05秒，飛行時所加之側向加速度如

圖3。 
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圖3. 重返載具加入三軸向之側向加速度。 

 

經以(1)～(3)式模擬，並加入高斯分佈之量

測雜訊其彈道如圖4所示。 

 
圖4. 加入側向加速度之模擬簡化彈道軌跡。 

 

以EKF與AKF對此標準彈道進行估測其設

定 β =500 2lb /ft 、Q=0及R=0.03，則估測位置

及速度誤差如圖5、6所示。 

 
圖5.  位移誤差圖。 

 

 
圖6.  速度誤差圖。 

 

經由估測結果，AKF之位移與速度估測誤差

分別在±2m與±2m/sec之內，而EKF則於±3000m
及±500m/sec之間，AKF顯較EKF為優。 

為了解參數對彈道估測誤差之影響，將圖5
及圖6定為標準狀態之估測誤差。定義相對誤差

為 
相對位移估測誤差=(位移估測誤差)－(標準狀態

之位移估測誤差)。 

相對速度估測誤差=(速度估測誤差)－(標準狀態

之速度估測誤差)。 

彈道係數 β 值非一常數，而與載具之速度、

姿態角等物理量相關，針對 β 範圍由490至2000

進行估測分如圖7-12所示。 
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圖 7. 相對位移誤差圖（ β =490 2lb / ft ）。 
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圖8. 相對速度誤差圖（ β =490 2lb / ft ）。 

 

圖9. 相對位移誤差圖（ β =1500 2lb / ft ）。 

 

 

圖10. 相對速度誤差圖（ β =1500 2lb / ft ）。 

 
圖11.  相對位移誤差圖（ β =1910）。 

 
圖12. 相對速度誤差圖（ β =1910 2lb / ft ）。 

 

經比較分析 β 對EKF、AKF彈道估測誤差影

響，當 β 值改變時，EKF之估測誤差，將隨 β 與

標準值之差由±50m及±10m/sec至±4000m及±

400m/sec，產生急遽變化。 
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於彈道估測時，須設定一程序雜訊變異量為

Q，不同Q值所得之相對誤差如圖13-18所示。 

 

圖 13. 相對位移誤差圖(Q=0.1)。 
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圖 14. 相對速度誤差圖(Q=0.1)。 

 

圖 15. 相對位移誤差圖(Q=10)。 
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圖 16. 相對速度誤差圖(Q=10)。 

 

圖 17. 相對位移誤差圖(Q=250)。 
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圖18. 相對速度誤差圖(Q=250)。 

 



中正嶺學報 第三十四卷 第二期 民國 95.5. 
JOURNAL OF C.C.I.T., VOL.34, NO.2, May., 2006 

 

 -9-

當Q增加時，AKF之相對位移誤差由±2m至 

±4m，變化相當低，表示AKF受Q誤差影響量相

當低。另EKF於不同Q值下，相對位置誤差最大

可達 ±3000m及相對速度誤差可達±500m/sec，
變化值遠較AKF為高，即其影響量較AKF為高。 

對R而言，不同R值之相對誤差如圖19-24所

示。 

 

圖 19. 相對位移誤差圖(R=0.04)。 
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圖 20. 相對速度誤差圖(R=0.04)。 

 

圖 21. 相對位移誤差圖(R=100)。 
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圖 22. 相對速度誤差圖(R=100)。 

 

圖 23. 相對位移誤差圖(R=200)。 
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圖24. 相對速度誤差圖(R=200)。 

 

由圖得知R增加時，AKF之相對位移誤差由

±0.5m至±18m，相對速度誤差由±4m/sec至±

18m/sec，變化相當低，表示AKF對R之靈敏度亦

相當低。對於EKF之估測結果，當R增加時，EKF
之相對位移誤差由±0.015m至±140m，相對速度

誤差由±2×10-3m/sec至±15m/sec，變化值遠較

AKF為高，即其對R之靈敏度遠較AKF為高。 

經以上之模擬分析，AKF對各參數之靈敏度

遠較EKF為低，此即為輸入估測所提供之最大貢

獻。 

4.2 六自由度彈道 

六自由度彈道模擬結果，將較由(1)～(3)式
所模擬之彈道，更近似真實彈道。本節所使用之

彈道量測值，將以重返載具於重返階段之六自由

度模擬彈道，並加入雷達量測誤差。假設量測雜

訊為高斯分佈，且期望值為0，變異量為某特定

雷達之量測精度。，所選取之彈道資料自高度約

81公里以迄落地，最大速度6.8馬赫，飛行時間

為第0秒~59秒，資料取樣時間為0.05秒，如圖25
所示。 

 

圖25. 模擬六自由度彈道軌跡。 

於不同之 β 值下EKF與AKF之估測誤差如

圖26-33所示。 

 

圖 26. 模擬六自由度彈道位移估測誤差    

( β =500 2lb / ft )。 
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圖 27. 模擬六自由度彈道位移估測誤差

( β =1500 2lb /ft )。 

 

圖 28. 模擬六自由度彈道位移估測誤差

( β =1910 2lb /ft )。 

 

圖 29. 模擬六自由度彈道位移估測誤差

( β =2500 2lb / ft )。 

 

圖 30. 模擬六自由度彈道速度估測誤差

( β =500 2lb / ft )。 

 

圖 31. 模擬六自由度彈道速度估測誤差

( β =1500 2lb /ft )。 

 

圖 32. 模擬六自由度彈道速度估測誤差

( β =1910 2lb / ft )。 
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圖33. 模擬六自由度彈道速度估測誤差

( β =2500 2lb / ft )。 

由圖可知AKF於位移估測結果，誤差約為  

±300公尺之內。而EKF則達±15000公尺，相差至

為懸殊，於速度之估測結果，AKF估測誤差除

β =500外，餘均在±50 m/sec之內，EKF則達    

±500m/sec，從而証明，AKF對於六自由度彈道

亦具強韌特性。 

五、結論 

適應性卡爾曼濾波器中，彈道係數 β、程序

誤差變異量Q、量測誤差變異量R等均為影響彈

道估測之重要參數，必須在AKF運算之初先給

定。是以本文以相對誤差之觀念，模擬分析單一

參數對AKF之影響，以驗証其強韌特性。經以三

維彈道及六自由度彈道模擬發現，AKF對重返載

具之彈道性能甚優，且對參數具低零敏度，亦顯

現估測輸入之功效。此一重要之強韌特性，對於

無法掌握掌握重返載具飛行特性之情況，有極大

之助益。 

 
 
 
 

 
 
 

符號說明 

英文字母 

H  量測矩陣 

I  單位矩陣 

K  卡爾曼增益 

P  變異量矩陣 
Q  程序雜訊變異量、變異量

矩陣 

R  量測雜訊變異量、變異量

矩陣 

stt  可信度區間 

nUU ,  系統輸入 

nuu ˆ,ˆ  系統輸入估測值 
v 重返載具之速度、量測雜

訊 

zyx vvv ,,  重返載具之三軸向速度 

w  程序雜訊 

X  狀態向量 

iiii XX /11/1
ˆ,ˆ

+++

有系統輸入之Kalman濾波

器估測值 

iiii XX /11/1 , +++  無系統輸入之Kalman濾波

器估測值 

Z  量測值向量 
希臘字母  
α  可信度水準增益係數 
β  彈道係數 
ρ  大氣密度 
ξ  量測雜訊 
φ  狀態轉移矩陣 

Ψ  係數矩陣 
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