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摘要 

爆彈儀技術較以往更為進步，利用其研究高空焰火，顯現出黑藥之某些重要性質。

其間也呈現數學模型之需求性，更者，更新作業程序需精準控制之數學模型，俾能處理

運算之經濟性與可模擬性。內彈道研究中，慣常運用爆彈儀測試獲得發射藥燃速。再藉

簡化之數學模型及程式模擬爆彈儀壓力軌跡，加以驗證。用以評估壓力數據之平滑、微

分等運算邏輯與其敏感性，提供測試所需之預測與指引。此類需求對焰火研究，極為重

要，但遭遇合成爆彈儀壓力數據之窒礙。本文以碾型黑藥之二個簡化有限封閉解加以解

決，運用七項算式求取壓力、燃燒深距、燃燒質量，以及相關微分值及瞬時表面積，可

大幅簡化程式，迅速獲得燃速。 

 

關鍵詞：黑藥、爆彈儀、燃速 

         

符號說明 

a     常數 

b     常數 

vC     定容比熱 

1C     常數 

c     常數 

d     粒徑小邊長度 

D     粒徑大邊長度 

f     常數 

g     常數 

H     能量損失比例常數 

K     常數 

k     常數 

am    空氣質量 

im     點火藥質量 

pm    時間 t 時已燃藥粒質量 

pom    原始藥粒質量 

pm    時間 t 時產生燃燒氣體之質量速率 

M    點火藥與藥粒氣體之分子重量 

P     時間 t 時氣體之壓力 

Pact    能量損失狀況真實最大壓力 

Ptheo   無能量損失狀況理論最大壓力 

P    時間 t 時壓力時間變化速率 

R    通用氣體常數 

S     藥粒燃燒表面積 

t     點火後燃燒時間 

T    藥粒點火藥氣體與空氣之火焰溫度 

Tg    氣體溫度 

V(x)  燃燒 x 距離時個別藥粒體積 

Vb    爆彈儀空容積 

Vfree   燃燒氣體之自由體積 

x     時間 t 時個別藥粒之燃燒深度 

xext    藥粒燃燼深度 

x     時間 t 時線性燃速 

Z     質量燃燒分率 

     燃速方程式之指數 
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     燃速方程式之係數 

     藥粒及點火藥氣體餘容 

     藥粒密度(比重) 

 

一、前言 

內彈道研究中，慣常運用爆彈儀測試

獲得發射藥燃速。再藉簡化之數學模型及

程式模擬爆彈儀壓力軌跡，相互驗證。實

驗數據計算燃速之技巧有數種[1-5]，係將

測試樣藥、點火藥及壓力容器等性質聚集

運用。藉合成壓力軌跡產生曲線，獲得精

簡方程式，用以爆彈儀實測。常用之程序

是將特定熱力性質經數值方法代入燃速公

式，求取裝藥中個別藥粒之燃燒深度

[6,7]，其中藥型決定燃燒表面積、燃燒質

量分率、氣體產生率等。當求得質量轉化

氣體量後，以能量、氣體狀態方程式可即

時獲得氣體溫度、壓力。如需須壓力變化

速率，可藉解析解或逕由壓力曲線數值微

分而得。其用以評估壓力數據之平滑、微

分等運算邏輯與其敏感性，提供測試所需

之預測與指引。此類需求對焰火研究，極

為重要，但遭遇合成爆彈儀壓力數據之窒

礙。本文以碾型黑藥之二個簡化有限封閉

解加以解決，運用七項算式求取壓力、燃

燒深距、燃燒質量，以及相關微分值及瞬

時表面積，可大幅簡化程式，迅速獲得燃

速。工作中首先假設餘容等於密度的倒

數，第二步為將前項假設移除。 

 

二、假設 

本工作藉由一些假設條件以解析方法

求取封閉解。藥粒密度、火焰溫度、分子

量及餘容視為常數。在燃燒期間，點火藥

及空氣亦與藥粒之分子量、焰溫、比熱、

餘容相同。能量損失則與已燃藥粒質量成

比例，燃燒氣體亦視為完全混合，並在爆

彈儀內產生均勻壓力與溫度，全程滿足

Noble-Abel 狀態方程式。假定藥粒接近碾

型[8]，如圖一且在 t=0時被點燃後均勻燃

燒，其燃速遵守燃速定律 Px  ，其中

 =1，相反地，點火藥在 t=0 時全部燃燒

完畢。 

 
圖一：碾型體藥粒幾何形狀 

 

三、分析 

內彈道燃燒分析時，均藉藥型方程式

(Form function)量化燃燒分率、燃燒體積、

面積等與垂直燃面之燃燒深度間之關係

[9,10]。然黑藥非制式發射藥，無合適之藥

型方程式可資利用，緣其顆粒比較類似碾

型球狀發射藥，因而採用文獻[8]內 Chao

等為解釋及驗證碾藥操作而推導出之碾球

狀藥型方程式，引用得出式(1)~(5)。對一

具有均勻密度的碾型藥粒而言，其質量燃

燒分率以燃燒深度 x表示如下，則: 

 

              

(1) 
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(1a) 

                   (1b) 

或 

cxbxaxm p  23
     (2) 

(2)式中 

            (3) 

           (4) 

         (5) 

黑藥燃燒氣體之狀態方程式為氣體壓

力、密度及溫度間的關係式，實際上為一

經驗式。理論上，維里方程式 (Virial 

equation)可經由實驗決定係數，將壓力表

示成密度之冪級數，惟計算不能簡化。本

文改用阿貝爾方程式(Abel equation)係范

德瓦爾方程式(van der Waals equation)之簡

化式，因在爆彈儀高溫時，將常數項 a 忽

略，仍有相當之精確性，並成為本文計算

之依據[11,12]。吾人改寫狀態方程式如下: 

    

(6) 

此處 

                       (6a) 

且 

     

(6b) 

熱 損 失 因 子 Hmp 得 自

)()( gVaip TTCmmm  =heat loss，此處

VC 是定容比熱，或 

          

(6c) 

設 heat loss= pV TmHC ，並將 gT 帶入狀態方

程式(6)，可得 

(7) 

因最大實際壓力 actP 產生於藥粒燃畢時，H

之數值可由(7)式得出 

           (8) 

一般發射藥之燃速與壓力的關係，可

由維里實驗式(Viellie’s Law)，即燃速定律

Px  表示之。而大多數制式發射藥之 α

值在 0.2~0.8 之間，因此當燃燒壓力上升

時，燃速也隨著增加，但先進發射藥配方
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])(/[

)1(

0 
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




kdt
fcxbxax

dx

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123
Ckt

fcxbxax

dx




加入阻燃劑或藥型設計後，則在某段燃燒

範圍，α 值會小於 0.2 甚至趨於零，若以

全對數作圖，會得到一條平行或趨於平行

x 軸的直線，亦即然速趨於一定值，此種

現象稱為平階燃燒(Plateau burning)。查黑

藥為原始發射藥，欠缺現今發射藥之平階

燃燒設計，依實驗數據[13-18]，更為簡化

計算，α值假設為 1，且
theoact PP 0 ，依

此假設作為計算之依據，帶入得 

 

(9) 

將(9)、(6)及(2)式代入(7)式，得出微分方

程式(10): 

        (10) 

上式初始條件為 t=0時，x=0。更者，假設

藥粒表面積均為等效平均值，總藥粒表面

積等於藥粒顆粒數與藥粒表面積之成績，

即 

                 (11) 

      (11a) 

                

(11b) 

 

四、第一組解-餘容限定 

假設自由容積，裝藥藥粒燃燒之氣體

佔據餘容，而達平衡，再假定 

 /1                      (12) 

於此狀況，可將(10)式再簡化為 

 

     (13) 

或 

 (13a) 

上式中 

 

(14a) 

 

(14b) 

重組 

 
(15) 

積分之 

 

(16) 

令

))()(( 321

23 xxxxxxafcbxax 

，則 

  (16a) 

PPx   

H

mm
f ai






1
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                        (16b) 

  (16c) 

 

 

 

                    (16d) 

當特定常數求出，各解析解之順序安

排如下:燃燒深度 x 由(16d)式求出；線性燃

速 x由(13a)式求得；壓力 P 由(9)式求得；

表面積 S 由(11b)式求得；已燃質量 pm 由(2)

式求得； P由(9)式微分聯立(13a)式得 

 
(17) 

pm 由微分(2)式得 

 (18) 

 

五、第二組解-餘容不限 

假如餘容無限制，可將(10)式簡化為: 

 

 

 

                     

(19) 

 

 

                   

(19a) 

 

(19b) 

且其中 

 

(20) 

 

(21) 

重組積分(19b)式得 

 

(22) 
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(22a) 

 

 

 

                     

(22b) 

當特定常數求出，各解析解之順序安

排如下:燃燒深度 x 由(22b)式求出；線性燃

速 x由(19b)式求得；壓力 P由(9)式求得；

表面積S由(11c)式求得；已燃質量 pm 由(2)

式求得；將(19b)式微分得 

 
(23) 

P由(9)式微分聯立(23)式得 

 

(24) 

 

六、測試結果 

黑藥在高空焰火應用與爆彈儀燃速研

究中[13~18]，其燃速在前段較為平滑可視

為線性，此區段燃速符合本文解析法簡化

數學模型之性質，故以燃燒分率 0~0.6 範

圍為橫坐標，將燃速兩組解析解與實驗值

作圖比較。在建立燃速線性模型時，壓力

變率(dP/dt, P )為其重要之輔助模型，本文

二組解亦將之解出，同步實施測試，俾利

確認燃速模型。 

測試之目標在驗證與校正影響黑藥爆

彈儀燃燒之參數。在爆彈儀研究中，有非

常繁多的參數對其燃速( x )與壓力變率( P )

造成影響，經整理:觀察第一組解中化簡為

(13b)式，由 k、a、b、c 及 f 控制燃速( x )，

再由(17)式知，由 k、β、a、b、c及 x決定

壓力變率( P )。觀察第二組解中化簡為(19b)

式，由 g、h、a、b、c及 f 控制燃速( x )，

再由(23)式知，由 g、h、a、b、c、 f 及 x

控制壓力變率( P )。分析上揭參數中可分

為兩類:藥型參數與熱力參數。a、b、c 屬

藥型參數，依(3)、(4)、(5)式由假定等效之

碾型藥之 D及 d值而估計決定，各級黑藥

因粒徑分布不同而變化。k、f、g、h、β

為熱力參數，由諸多其他熱力參數綜合而

成，國造黑藥因製程、配方、密度、裝藥

量概同而推斷應有近似之數值；德造黑藥

因製程、配方、密度有差距，而須再調整。 

首先依據粒徑分析結果，設定國造四

級黑藥等效代表粒徑尺寸 D=0.475cm、

d=0.4cm，試算其熱力性質 k=1.51，

f=0.185，g=8.5，h=6.5，β=0.056，代入第

一、二組解法得其燃速( x )簡化解析解 I、

II 數值，並將之與實驗值比對如圖二，同

時將壓力變率( P )比較如圖三。依次調整

藥型參數 D=0.4cm、d=0.339cm，得出國

造五級黑藥之燃速及壓力變率比對如圖

四、五。調整藥型參數 D=0.335cm、

d=0.287cm，得出國造六級黑藥之燃速及

壓力變率比對如圖六、七。調整藥型參數

D=0.285cm、d=0.235cm，得出國造八級黑

藥之燃速及壓力變率比對如圖八、九。 

參考國造黑藥參數，修正得德國

SAMP 黑 藥 之 參 數 D=0.475cm 、

d=0.335cm，k=1.47， f=0.125，g=15.5，

h=13.5，β=0.056，得出 SAMP 黑藥之燃速

及壓力變率比對如圖十、十一。 
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圖二：國造四級黑藥爆彈儀燃速比對 

 

圖三：國造四級黑藥爆彈儀壓力變率比對 
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圖四：國造五級黑藥爆彈儀燃速比對 

 

圖五：國造五級黑藥爆彈儀壓力變率比對 

 

圖六：國造六級黑藥爆彈儀燃速比對 

 
圖七：國造六級黑藥爆彈儀壓力變率比對 
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圖八：國造八級黑藥爆彈儀燃速比對 

 

圖九：國造八級黑藥爆彈儀壓力變率比對 

 

圖十：德造 SAMP 黑藥爆彈儀燃速比對 
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圖十一：德造 SAMP 黑藥爆彈儀壓力變率比對 

 

七、討論 

比對測試中，黑色實線代表爆彈儀實

測值，藍色長虛線代表第一組解法之運算

結果，綠色短虛線代表第二組解法之運算

結果。圖二中顯示國造四級黑藥之實測燃

速曲線於上升近似直線段，二組解法皆能

仿真，但燃速實驗值下降時，二組解法均

不能隨之表達，第一組解仍保持直線，第

二組解則快速上揚。圖三為國造四級黑藥

壓力變率使用二組解法後比對實驗值之情

形，第一組解法比較接近實驗值，第二組

解法則較實驗值明顯上揚。 

由圖二、三中兩種解法比較，第一組

解法為簡化變數將餘容假設為藥粒密度

(比重)之倒數，參數較少。第二組解法則

無上述假設，變數未能再簡化，參數較多。

理論上參數較多者，較易表達真實值，但

實際運用中反而不易掌握其數值，故不如

第一組解法精確。 

圖四、六、八為國造五、六、八級黑

藥二組燃速解法與實驗值之比較。燃速受

藥型參數與熱力參數共同支配，雖已調整

各級黑藥之藥型參數，但圖四、六、八與

圖二中第一組解之燃速曲線斜率十分類

似，說明其受熱力參數影響較大，受藥型

參數影響甚微。圖四、六、八與圖二中第

二組解之燃速曲線有明顯變化，說明其受

熱力參數影響雖仍多，受藥型參數影響已

大幅增加。 

圖五、七、九為國造五、六、八級黑

藥二組壓力變率解法與實驗值之比較，再

度比較二組解法之優劣。圖五、七、九與

圖三中第一組解之壓力變率曲線斜率仍然

十分類似，同樣說明其受熱力參數影響較

大，受藥型參數影響甚微。圖五、七、九

與圖三中第二組解之壓力變率曲線有明顯

變化，說明其受熱力參數與藥型參數同時

影響壓力變率。 

吸取先前的經驗，確知個案黑藥除藥

型參數依粒徑分析調整外，熱力參數除組

成配方外尚受反應溫度、藥粒密度(比重)

等綜合而成，應由觀察實驗值試誤而設

定。因故參照國造黑藥數據，重新設定

SAMP 之參數值如前節所述。圖十為

SAMP 黑藥二組燃速解法與實驗值之比

較。燃速受藥型參數與熱力參數共同支

配。第二組解扭轉先前之印象，比較接近

實驗值。圖十一為 SAMP 黑藥二組壓力變

率解法與實驗值之比較。二組解都接近實

驗值，但第二組解比較靈敏，後段亦較貼
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近實驗值。 

更進一步觀察，四級與 SAMP 黑藥能

夠運用解析解法逼真，係因該等燃速與壓

力變率曲線之升弧比較平滑，趨於直線，

此為解析解法中將燃速指數 α假設為 1所

致。故知，簡化之解析解法受限模擬比較

接近平階燃燒之黑藥爆彈儀燃速及壓力變

率等。 

 

八、結論 

黑藥爆彈儀燃燒建模中，測試結果接

近平階燃燒時，可運用本文二組簡化解析

解為數學模型，用以模擬燃速及壓力變率

等，其參數又區分為藥型及熱力狀態等，

有利分析判別。第一組解假設餘容為藥粒

密度之倒數，而將其消除，致參數較少，

使用具有強健性。第二組解未將餘容消

除，參數較多，估計正確時使用較為靈敏。 
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Abstract 

The development of modern closed bomb technology has shown some properties of 

black-powder-based pyrotechnic to be more important than previously recognized, indicating 

that more stringent or better control over mathematical model might be required. Also, there 

exists the need for modernization of older processes to take advantage of technological 

development to improve computing economics and comply with simulation problems. Closed 

bomb tests are routinely performed to determine the linear burning rates of solid propellant 

for interior ballistic studies. Generation of synthetic pressure traces to simulate closed bomb 

firings is done to validate new burning rate reduction programs, test algorithms to different 

methods, assess the sensitivity of computational fundamental pressure data, and provide 

prediction for guiding the decisions of test engineer. These needs became acutely evident in 

firework research on closed bomb methods when some easily communicated validation and 

comparison procedure would have been very useful. The general problem of synthesizing 

closed bomb pressure data can be simplified by means of a number of assumptions which 

then allow two closed-form finite solutions for a charge of rolled black powder grains. Seven 

algebraic formulas are derived which permit easy computer calculation of the pressure, depth 

burned, mass burned, their respective derivatives, and instantaneous surface area which can 

then be used as input to a burning rate reduction program. 

 

Key words：Black powder, Closed bomb, Burning rate 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


