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連續成功次數之常態逼近 
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摘要 

在本論文中，考慮獨立且具有相同分佈的 Bernoulli 隨機序列，其成功的機率趨近

於 0，我們探討四種常見計算連續成功次數統計量的漸進分佈。首先，計算連續成功次

數之統計量將被表示為嚴格平穩m -相關隨機序列之和，然後運用嚴格平穩m -相關隨機

序列之中央極限定理，我們將得到一些計算連續成功次數統計量的常態逼近定理。 

 

關鍵詞：Bernoulli 隨機變數、中央極限定理、m -相關隨機變數、連續成功次數 

         
一、 前言 

 

對 1n  ，令  , , 1n iX i   為一序列之

Bernoulli 隨機變數，即 ,n iX 取值為 0及 1，

其分別代表失敗及成功，  , , 1n iX i   之

連續成功 (success runs) 次數的相關研究

經常出現在文獻中，而有關連續成功次數

的理論亦大量應用於各研究領域中，如品

質管制、可靠度工程、基因工程、計算機

工程及電機通訊等相關領域。文獻上所探

討的連續成功次數有許多不同的計算型

態，例如，對固定的正整數 k ，在前 n 個 

Bernoulli 隨機變數 ,1 ,2 ,, ,...,n n n nX X X 中，計

算連續出現 k 個或 k 個以上成功次數是文

獻中經常探討的，其四種常見統計量的不

同計算方式如下：(蘇志成 (2014) ) 

 

(i) 令 ,n kE 表 ,1 ,2 ,, ,...,n n n nX X X 中恰連續

出現 k 個成功的次數，這裡恰連續

出現 k 個成功的次數是指連續 k 個

成功的前後皆為失敗，但在最前面

k 個(即 ,1 ,2 ,, ,...,n n n kX X X )，只需第

1k  個(即 , 1n kX  )為失敗，且在最

後 面 k 個 ( 即 , 1 , 2, ,...,n n k n n kX X     

,n nX )，只需第n k 個(即 ,n n kX  )為

失敗； 

(ii) 令 ,n kG 表 ,1 ,2 ,, ,...,n n n nX X X 中恰連續

出現 k 個或 k 個以上成功的次數； 

(iii) 令 ,n kM 表自 , 1 , 2 ,, , . . . ,n n n nX X X 中

依序掃描，計算其連續出現 k 個成

功的次數，重疊的部分照計； 

(iv) 令 ,n kN 表自 ,1 ,2 ,, ,...,n n n nX X X 中依序

掃描，發生連續出現 k 個成功時，

次數加 1，並從其後重新掃描(即重

疊部分不計)，最後加總所得的次

數。 
 

對 1i  ，若令 
 

     , , , 1 , 1n i n i n i n i kY X X X    ，      (1) 

 

, , 1 , , 1 ,(1 ) (1 ) (2)n i n i n i n i k n i kZ X X X X       ，   
 

  
, , 1 , , 1 , 1(1 )n i n i n i n i n i kW X X X X         (3) 

 

及 
 

, , 1 , , 1 , 1

, 1 , , 1 , 1

, [ / ] 1 , [ / ] , [ / ] 1 , 1

(1 )

 (1 )   (4)

 (1 )

n i n i n i n i n i k

n i k n i k n i k n i k

n i i k k n i i k k n i i k k n i k

V X X X X

X X X X

X X X X

   

      

      

  

    

   ，
 

其中令 ,0  0nX  ，且[x]表小於、等於 x 的

最大整數。則可知 
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, , , 11

n k

n k n i n n ki
E Z W



 
  , 

 

1

, ,1

n k

n k n ii
G W

 


 , 

 

1

, ,1

n k

n k n ii
M Y

 


  

 

及 
 

1

, ,1

n k

n k n ii
N V

 


 。 

 

    各種連續成功次數統計量具有什麼分

佈，在文獻中經常探討，其主要研究方向

有二，其一是探討其確切的分佈，此方面

的研究，傳統上是運用組合理論求解，但

其所得的公式常是複雜而難以計算，並不

實用。Fu and Koutras (1994) 突破傳統解

法，提出一具有一致性且容易計算的有限

馬 可 夫 鏈 嵌 入 (finite Markov chain 

imbedding) 法，此法將模式轉化成一有限

馬可夫鏈，然後像 ,n kE , ,n kG , ,n kM 及 ,n kN

等有關連續成功次數統計量的確切分佈即

可透過此一有限馬可夫鏈的推移機率 

(transition probability) 來表示，並能很有

效率的求得。利用有限馬可夫鏈嵌入法探

討確切分佈及其相關的研究常見於文獻

中，例如可見 Fu (1996)、Lou (1996)、Fu and 

Lou (2003)、Fu (2012)、Du et al. (2016) 及

其參考文獻。 

    另一個探討連續成功次數統計量分佈

的研究方向為求其極限分佈 (limiting 

distributions) ， 這 又 分 為 Poisson 逼 近 

(Poisson approximations) 及 常 態 逼 近 

(normal approximations) 二個主題。對

1n  ，令  , , 1n iX i   為獨立且具有相同

分 佈  (independent and identically 

distributed) 之Bernoulli隨機變數，其中

, ,( 1) 1 ( 0), 1n i n n iP X p P X i       ，即

成功的機率為 np 。又對 1i  ，令 ,n iR 表自

,n iX 開始成功連續出現的次數，即

 , ,inf 0 | 0n i n i mR m X    ，且令 , nn kQ   

,1

nk

n ii
R

 。在Poisson逼近方面的研究，已

知，若 lim n
n

k


 且 lim n n
n

k p 


 ，則
, nn kQ 將

分佈收斂至一參數為的Poisson分佈，此

極限定理之一簡潔證明可見周元燊 

(1992)。另外，Wang and Ji (1995) 考慮

 , , 1n iX i  為 一 平 穩 (stationary) 之

Bernoulli 馬可夫鏈，在適當條件下，證明

,n kE 及 ,n kG 的極限分佈為 Bernoulli 分佈

及Poisson分佈之褶積 (convolutions)，而

,n kN 及 ,n kM 的極限分佈則為 Bernoulli 分

佈 和 幾 何  (geometric) 分 佈 之 混 合 

(mixture) 與複合 (compound) Poisson 分

佈的褶積。蘇志成 (2014) 透過將 l 階馬可

夫鏈視為一具有 l 維度狀態空間的馬可夫

鏈，成功將Wang and Ji (1995) 的結果推廣

至更一般的 l 階馬可夫鏈。其他有關連續

成功次數或考慮更一般容許其他非0,1值

出現的型態 (patterns) 發生次數之Poisson

逼近的研究，可參考趙民德 (1995)、Wang 

et al. (2003)、Johnson and Fu (2014)、Daly 

(2017) 及其參考文獻。 

另一方面，在常態逼近方面的研究，

可參考 Hirano et al. (1991) 、 Godbole 

(1992)、Kou and Chow (1997)、趙民德 

(1997) 、 Stefanov (2000) 、 Fu and Lou 

(2007)、Makri and Psillakis (2011a)、(2011b) 

及 (2012)、Mytalas and Zazanis (2013) 及

(2014) 及 其 參 考 文 獻 。 例 如 ， 考 慮  

 , , 1n iX i   為一獨立且具有相同分佈之 

Bernoulli 隨機序列， Kou and Chow (1997)

給了一 , nn kQ 滿足中央極限定理(central 

limit theorem)的充分必要條件，即假設

lim n n
n

k p


 ，則 

 

 ,( ) (1 )
n nn k n n k n nQ k a k p   

 

分佈收斂 (converges in distribution) 至標

準常態分佈 (standard normal distribution)  

(0,1)N ，若且唯若 lim (1 )n n
n

k p


  ，其中 

2 4 3 22 5 4n n n n na a a a     , (1 )n n na p p  。

而 Hirano et al. (1991)、Makri and Psillakis 

(2011a) 及 (2011b) 分別探討 ,n kM 、 ,n kG



                                  連續成功次數之常態逼近                                55 

及
,n kE 的中央極限定理，Godbole (1992) 

也有一些關於 ,n kM 常態逼近的探討。而

Makri and Psillakis (2011a) 及 Makri and 

Psillakis (2012) 也有一些其他連續成功次

數統計量的常態逼近定理之研究。Mytalas 

and Zazanis (2013) 則考慮  , , 1n iX i   為

一 Bernoulli 馬 可 夫 鏈 ， 探 討 與

, , , ,( , , , )n k n k n k n kE G N M 相關的多維中央極限

定理。這些研究均假設成功的機率 np 及推

移機率 j 是固定的，不會隨 n而改變。 

在本文中，我們仍將考慮  , , 1n iX i   

為一獨立且具有相同分佈之 Bernoulli 隨

機序列，探討連續成功次數 ,n kE 、 ,n kG 、

,n kM 及 ,n kN 的常態逼近，但和上述一些文

獻所假設不同的地方，是我們將考慮當

n時， np 趨近於0，在這樣的條件下，

我們可以得到一些形式較為簡潔的中央極

限定理。首先，在第2節，我們將給一嚴格

平穩m -相關隨機序列的中央極限定理。接

著，從 (1)、(2)及(3)式，可知  , , 1n iY i  、 

 , , 1n iZ i   及  , , 1n iW i   均為嚴格平穩

m-相關隨機序列，即 ,n kM 、 ,n kE 及 ,n kG 可

表為嚴格平穩 m -相關隨機序列之和。因

此，如同一些文獻所探討的，我們可運用

第2節的中央極限定理，進而得到對應各連

續成功次數統計量的常態逼近定理。而即

使  , , 1n iV i   並非嚴格平穩m -相關隨機

序列，但從 ,n kM 和 ,knE 的常態逼近定理，

及 ,n iW , ,n iY 與 ,n iV 的大小關係，也可推得 ,n iV

之和 ,n kN 的中央極限定理。最後，第4節則

為結論與討論。 

 

 

二、m-相關隨機序列之中央極限定理 

 

首先，本節將先回顧一m -相關隨機

序列之中央極限定理，運用此定理，我們

將在下一節得到本文的主要結果。對一隨

機序列  , 1iX i  ，若對任意 1s  及 1,n   

1 2 < nt t t   ，
1 2

( , , , )
nt s t s t sX X X   之聯合

分佈(joint distribution)與
1 2

( , , , )
nt t tX X X

之聯合分佈相同，則稱 , 1iX i  為嚴格平

穩的 (strictly stationary)。而對一嚴格平穩

的隨機序列  , 1iX i  ，若對所有 1t  ，二

隨機序列  ,iX i t  與  , 1iX i t m    

為獨立的 (independent)，其中m 為固定之

非負整數，則稱此隨機序列  , 1iX i   為

m -相關的。已知若  , 1iX i   為一嚴格平

穩的隨機序列，且 ( ) , 1iVar X i   ，則 
 

( , ) ( , ), , , 1X Xr s r t s t r s t       
 

其中 
 

  

( , )

( , )

= , , 1

X

r s

r r s s

r s

Cov X X

E X EX X EX r s





     

 

 

為 , 1iX i  的自相關函數(autocovariance  

function)。由於 
 

( , ) ( 1,1), , 1X Xr s r s r s      ， 
 

因此自相關函數可以單變數函數 ( )  來表

示，即 
 

( ) ( 1,1)

       ( , ), 1,

X

t h t

h h

Cov X X t t h

 



 

      
 

 

對一嚴格平穩的 m -相關隨機序列，

Hoeffeding and Robbins (1948) 給一中央

極限定理，此為傳統中央極限定理之推

廣，其敘述如下，亦可見 Brockwell and 

Davis (2009) 。 

 

 

定理 1. 假設  , 1iX i   為一嚴格平穩的

m -相關隨機序列，且對任意 1i  ， 

0iEX   且 ( )iVar X 。若令 
 

1
(0) 2 ( ) 0

m

m j
j  


   ， 

 

則 
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(i) 
1

1
lim

n

i m
n

i

Var X
n






 
 

 
  

 

(ii) 
1

n

i m

i

X n


 分佈收斂至標準常態分

佈 (0,1)N  

 

 

三、連續成功次數的中央極限定理 

 

在本節中，假設對 1n  ，令 , , 1n iX i 

為一獨立且具有相同分佈之 Bernoulli 隨

機序列，其中 
 

, ,( 1) 1 ( 0), 1n i n n iP X p P X i       ， 

 

我們將探討與連續成功次數 ,n kE 、 ,n kG 、 

,n kN 及 ,n kM 相關之常態逼近。首先，定理

2是有關 ,n kM 之中央極限定理。 

 

 

定理 2. 對固定 1k  ，若n時，

0np  且 k

nnp ，則 
 

,

k

n k n

k

n

M np

np


 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N 。 

 

證明：首先， ,n iY 如第一節 (1) 之定義，

易知  , , 1n iY i   為一嚴格平穩之 ( 1)k  -

相關隨機序列。又 ,

k

n i nEY p ，且  , , 1n iY i 

的自相關函數為 
 

, ,

, , , ,

2

( ) = ( , )

        = ( ) ( ) ( )

        =  -  ,  1,  0 -1.

n i j n i

n i j n i n i j n i

k j k

n n

j Cov Y Y

E Y Y E Y E Y

p p i j k

 

 





   

(5) 

 

因此，由 (5) 式，可得 
 

1

1

1

1

(0) 2 ( )

2 (1 )
       = 1 2( 1)

1

k

k

j

k
k k kn n
n n n

n

j

p p
p p k p

p

  








 

 
    

 



。

 

由定理 1，可知 
 

,

1

( 1)

( 1)

k

n k n

k

M n k p

n k  

  

 
 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N 。由於 
 

12 (1 )
lim 1 2( 1) 1,

1

k
k kn n
n n

n
n

p p
p k p

p





 
     

 
 

 

因此可知 
 

, ( 1)

( 1)

k

n k n

k

n

M n k p

n k p

  

 
 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N 。又由於 
 

,

, ( 1) ( 1)1
,

( 1)

k

n k n

k

n

k k
n k n n

k k

n n

M np

np

M n k p k pn k

nn k p np



    
  

 

 

且 
 

1
lim 1
n

n k

n

 
  

 

及 
 

( 1)
lim 0

k

n

kn

n

k p

np


 . 

 

故可得證 
 

,

k

n k n

k

n

M np

np


 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N 。 
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下列則是 ,n kE 的常態逼近結果。 

 

 

定理 3. 對固定 1k  ，假設 n時，

0np  ，且 

(i) 若 lim k

n
n

np


 ，則 

 

2

, (1 )k

n k n n

k

n

E np p

np

 
 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N 。 
 

(ii) 若 lim k

n
n

np


 ，且 2lim 0k

n
n

np 


 ，則 

 

,

k

n k n

k

n

E np

np


 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N 。 

 

證明：首先， ,n iZ 亦如第一節 (2) 之定

義，則  , , 1n iZ i   為一嚴格平穩之 ( 1)k  -

相關隨機序列。又 2

, (1 )k

n i n nEZ p p  ， 
 

,

2 2

(0) ( )

       = (1 ) 1 (1 ) ,

n i

k k

n n n n

Var Z

p p p p

 

    

(6) 

 

及 
 

, 1 , , 1 ,

2 3 2 4

2 1 3

( 1) = ( ) ( ) ( )

             = (1 )    (1 )           (7)

             = (1 )  1.

n i k n i n i k n i

k k

n n n n

k

n n

k E Z Z E Z E Z

p p p p

p p i

    



 

  

  

 

且因為 
 

, , 0,  a. s., 1,  1 ,n i n i jZ Z i j k              

 

因此 
 

, ,

2 4

( ) = ( ) ( )

        = (1- ) , 1 .

n i j n i

k

n n

j E Z E Z

p p j k

 

   
(8) 

 

由 (6),  (7) 及 (8)，可得 
 

2

1

2 1

(1 )

          1 (2 1) (1 ) 2 (1 )

k

k n n

k k

n n n n

p p

k p p p p

 



 

       。

 

由於n時， 
 

2 2 1(1 ) 1 (2 1) (1 ) 2 (1 )k k

n n n n np k p p p p       
 

趨近於 1，故由定理 1可得 
 

2

,1
( ) (1 )

( )

n k k

n i n ni

k

n

Z n k p p

n k p




  




 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N 。 

而由於 
 

2

,

2

,i=1

2
, 1

(1 )
  

( ) (1 )

( )

(1 )
  ,

k

n k n n

k

n

n k k

n i n n

k

n

k
n n kn n

k k

n n

E np p

np

Z n k p p n k

nn k p

Wkp p

np np



 

 

   
 




 


 

 

且 
 

lim 1,
n

n k

n


  

 
2(1 )

lim 0
k k

n n

kn

n

kp p

np


  

 

及 
 

, 1
lim 0,  a. s.,

( )

n n k

kn

n

W

n k p

 





 

 

因此 
 

2

, (1 )k

n k n n

k

n

E np p

np

 
 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N ，得證 

(i)。此外，可知 
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2

,

, /2 1

(1 )
   

(2 ),

k

n k n n

k

n

k

n k n k

n n
k

n

E np p

np

E np
n p p

np



 


  

 

 

因此，若 2lim 0k

n
n

np 


 ，則 

 

, ( )

( )

k

n k n

k

n

E n k p

n k p

 


 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N ，即得證 

(ii)。 

 

 

事實上，運用趙明德 (1997) 的方

法，可證明當 lim k

n
n

np


 ，且 2lim 0k

n
n

np 




時， 
 

, ,n k n k

k

n

E M

np


 

 

機率收斂(converges in probability)至 0。此

時，再利用定理 2 的結果，也可得證定理

3 之(ii)。 

    對如第一節 (3) 定義之 ,n iW ，由於

 , , 1n iW i   為一嚴格平穩之 k -相關隨機

序列，且可知 
 

, (1 )k

n i n nEW p p  ， 
 

(0) = (1 ) 1 (1 ) ,k k

n n n np p p p       

 

及 
 

2 2( ) = (1 ) , 1k

n nj p p j k      。 
 

因此，運用嚴格平穩 m-相關隨機序列的中

央極限定理，可得到下列 ,n iW  之和 ,n kG 的

常態逼近定理，其證明與定理 3雷同，予

以省略。 

 

 

定理 4. 對固定 1k  ，假設 n時，

0np  ，且 

(i) 若 lim k

n
n

np


 ，則 

 

, (1 )k

n k n n

k

n

G np p

np

 
 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N 。 

(ii) 若 lim k

n
n

np


 ，且 2lim 0k

n
n

np 


 ，則 

 

,

k

n k n

k

n

G np

np


 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N 。 

 

 

    最後，對如第一節 (4) 定義之 ,n iV ，

雖然 , , 1n iV i  並非一嚴格平穩之m -相關

隨機序列，無法直接運用嚴格平穩m -相關

隨機序列的中央極限定理，得出其和 ,n kN

的常態逼近定理。但事實上，我們可知 
 

, , , ,  1,n i n i n iW V Y i     
 

因此，從定理 2及定理 4的 (ii)，我們可

得到下列定理 5 的結果。 

 

 

定理 5. 對固定 1k  ，假設 n時，

0np  ， k

nnp 且 2 0k

nnp   ，則 

 

,

k

n k n

k

n

N np

np


 

 

分佈收斂至標準常態分佈 (0,1)N 。 

 

 

四、結論與討論 

 

在本文中，考慮 Bernoulli 隨機變數

成功機率趨近於0 的條件下，透過將一些

常見連續成功次數統計量表為一嚴格平穩

m -相關隨機序列之和，再藉由嚴格平穩

m -相關隨機序列的中央極限定理，我們成
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功得出一些形式更為簡潔之成功次數統計

量的中央極限定理。運用相同的技巧，其

他本文未探討的一些連續成功次數統計量

應該也會有類似的常態逼近定理。此外，

若考慮  , , 1n iX i   為更一般的馬可夫鏈

或m -相關隨機序列，在適當的條件下，是

否也有對應的常態逼近結果，是後續值得

深入研究探討的。最後，分佈收斂速度也

是有趣而文獻常探討的主題，因此，本文

所得到常態極限定理之收斂速度為何，也

是值得再進一步探討的。 
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Normal approximations for the number of successes in success 

runs 
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Abstract 

In this paper, considering a sequence of independent and identically distributed Bernoulli 

random variables with the probability of success tending to 0, we study the asymptotic 

distributions for the four well-known statistics of counting the number of successes in success 

runs. First, the statistics of counting the number of success runs will be expressed as sums of 

strictly stationary m-dependent random variables. Then, using the central limit theorem for 

strictly stationary m-dependent random variables, we will obtain some normal approximations 

for the number of successes in success runs. 

 

Key words：Bernoulli random variable, central limit theorem, m-dependent random variable, 

success run 
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