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高階四元數 Zernike 矩的計算與 RGB 圖還原 
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摘    要 

本文之目標主要在於發展有效、穩定且快速的演算方法計算四元數Zernike矩，並探討在

RGB圖上的應用。計算Zernike矩的程序一般而言極為複雜，尤其在計算高階矩之際，如果再

對於彩色圖RGB頻道分開計算的處理，所耗掉的時間是原先用Zernike矩處理灰階圖的三倍時

間。我們將原先發展計算高階Zernike矩極為有效的方法，結合四元數的代數結構特性，推演

出一套快速有效之演算方法。並以影像處理常用的六張512x512大小的RGB圖測試，根據實驗

數據顯示，此法在計算高階四元數Zernike矩時，不僅在執行速度上並且在精確度上皆優於他

法。 
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ABSTRACT 

The objective of this research is to develop an efficient, stable and rapid algorithm to compute 

Quaternion Zernike moments (QZMs), and to study its application to the RGB images. The 

computations on Zernike moments are in general very complicated, especially on the high-order 

moments. When the calculation is performed on each individual RGB channel for the color image, the 

computational task makes three times of computing on Zernike moments for the gray-level image. In use 

of our previous method for computing Zernike moments, which is quite efficient, we combine the 

algebraic properties of Quaternion and derive a series of fast and stable algorithms to compute QZMs. 

Six most frequently color images of size 512×512 are used to evaluate the performance of proposed 

method. The experimental numerical results show that the proposed method is outperformed than other 

methods, not only on the speed but also on the accuracy. 
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一、前  言 

    Zernike 多項式最早是由諾貝爾物理學獎

得主、荷蘭光學大師 F. Zernike 所提出來的 

[1] 。而這些 Zernike 多項式具有互相垂直的

性質，並於單位圓盤上 L
2 函數空間上形成一

組基底。基本上 L
2函數空間就是 Hilbert 空間

[2]，是內積空間，具有相當豐富的數學性質，

可以建立廣義的傅立葉級數(Fourier series)理

論，其潛在的應用價值，就非常巨大。而 L
2

函數對這些基底的個別投影值所形成的係數，

就是後來 Teague 所定義的 Zernike 矩(Zernike 

moment)[3]。自此，Zernike 應用處理許多面向

的影像問題，如影像重建[4, 5]、影像分類、

形狀或物件辨識[6]、邊緣偵測[7]、角膜表面

建模[8]、人臉辨識[9]、數位浮水印之應用[10]、

影像檢索[11]以及掌紋辨識[12]等不同的應

用。 

 Zernike 矩在影像處理的應用面上，還是

以處理二元圖(binary image)和灰階圖為主。然

而隨著數位化器材的普及化，大部分所取得的

影像卻是以彩色為主。雖然彩色影像，可以直

接轉換成灰階圖再處理，但原先是 R、G、B

的資訊，經過轉換成灰階的過程中，許多重要

的資訊與特徵，都有可能喪失。像是相同形狀，

不同顏色的，轉灰階會具有相同灰階值的，如

藍色、紅色與綠色，是根本無法辨識當中的不

同。 

 另外一種不同思維，就是將彩色影像，

分成 R、G、B 三個頻道，個別處理[13, 14]。

相關頻道的 Zernike 矩計算，就個別三個頻道

處理。如此，原本二度空間 Zernike 矩的複數

計算問題，就必頇以六度空間來處理。分開處

理計算，就意味著，三個頻道間，原本可能相

同的計算，就要分別進行三次，即使是採用平

行處理，計算的 CPU 時間，還是以原先只要

計算灰階圖的三倍時間起跳。就當中所造成的

重複計算而言，這樣解決方案，並非最佳選擇。

也有學者企圖採取其他手法，如透過幾何矩

(geometric moments)切入[13]，但幾何矩的核

心函數(kernel function)並不像 Zernike 多項式

具有互相垂直的性質，這就產生資訊冗餘的現

象。 

 最近幾年，原本在代數學上所考慮反對

稱域(skew field) 的四元數(Quaternion)[15]，被

廣泛引進處理彩色圖問題[16]。以具有 RGB

資訊的影像為例，假設 fB 代表 B 頻道上的強

度(intensity)、fG 代表 G 頻道上的強度，而 fR

代表 R 頻道上的強度。此時一個定義域為圖

形像素點所成的集合、而對應域為四元數的影

像函數 f 就可以定義為 

         , , i , j , kB G Rf x y f x y f x y f x y     

                                (1) 

而傳統的傅立葉轉換的理論，可以成功地移植

成四元數傅立葉轉[17]，原本的 Zernike 矩上

的理論與計算方法，也可以移植到四元數

Zernike 矩上 (Quaternion Zernike moment；

QZM)[18]。然而由 19 世紀愛爾蘭人 William  

Hamilton 所創的四元數，並不像一般數系中的

實數、複數乘法的計算具有交換律，四元數乘

法交換律是不成立的。所移植過去的概念，必

頇區別是左邊還是右邊。 

 值得注意的是，四元數本身是四度空間

的向量空間，也廣泛應用於三度空間的力學問

題 [19]，特別是在處理球面上的旋轉，有

Rodrigues旋轉公式。四元數Zernike矩的定義，

除了要考慮左邊還是右邊，也必頇考慮所選取

三度空間中的單位向量 μ。在文獻[18]的四元

數 Zernike 矩的理論探討或是實質計算，也都

只限於  i+j+k 3  。一個較為完備的理論，

以及系統化的計算方法，都值得更深入探討。

透過Rodrigues旋轉公式，我們也在文中導出，

在不同單位向量 μ 定義下四元數 Zernike 矩之

間的轉換關係，藉由此，可定出合理四元數

Zernike 矩的旋轉不變量。我們也證明四元數

Zernike 矩的絕對值是個不變量，其值與不同

單位向量 μ 的選取是無關的。 

 計算 Zernike 矩的方法有許多[20-23]，一

般而言，由於複雜的積分公式，計算量非常龐

大。採用定義公式直接計算，一方面是計算量

龐大，運算緩慢，更不幸的是，由於定義

Zernike 多項式的整數係數，呈現正負互相交

錯的現象，其最大絕對值的係數，又隨著階數

成長而呈現指數成長。如此，計算誤差累積很

快，在一定階數後，階數 45，所求得的 Zernike

矩根本不能採用。一般而言，低階的矩描述輪

廓，高階的矩可以描述細節。在沒有採用有效

運算之前，取得高階矩相關資訊可能可以帶來

的應用，是根本無法產生的。比較有效的作法，
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是間接採用 Zernike 矩上的遞迴關係式[20, 21, 

23-27]，我們也將原本在計算 Zernike 矩非常

成功的一系列演算方法[26, 28-31]，如運用二

體群(Dihedral group)群作用的對稱性加速以

及利用 Farey 數列法加速[26]，移植到四元數

Zernike 矩上，經實驗數據顯示，在大小

512x512 像素的彩色圖上，計算到非常高階，

500 階，所得到的還原圖的品質，都有非常良

好的表現，當中的誤差都在控制之中。甚至與

採 R、G、B 三個頻道分別處理的比較時，實

驗數據也顯示有較小的誤差。 

 採用四元數Zernike矩處理彩色圖的優勢，

除了前述誤差較小外，還至少其他兩個方面。

一個是所需記憶體的量，原來採 R、G、B 三

個頻道分別處理，需要六度的實數空間，而採

用四元數Zernike矩，就是四元數的四度空間。

在數學的描述上，也能較為緊致(compact)，這

對資訊的存取，也較為有效。 

 另外一個優勢，就是在執行速度上。可

以透過四元數的代數性質，與 R、G、B 的資

訊整體結合，這在重複計算的冗餘性，可以有

效地降低。由於四元數本身就是向量空間，透

過有效向量化的處理，如透過 intel intrinsics

指令[32]，使用 AVX 256-bit 向量暫存器。這

在不增加執行緒數目的情況下，執行速度也可

以更為快捷。此處所發展的方法，也不僅限於

四元數 Zernike 矩計算。 

二、四元數Zernike矩 

2.1 Zernike 多項式與 Zernike 矩 

 Zernike多項式在單位圓盤D上的複數 L
2

空間中形成一垂直基底。考慮任一複數 

  
iz x iy re    ， 

（x、 y 為實數， ,r  為其極座標，i 1  為

純虛數）。Zernike 多項式可分解為 Radial 部份

以及指數部份的乘積 

  
( ) ( )

( )(cos( ) isin( ))

im

nm nm

nm

V z R r e

R r m m



 



 
 (2) 

其中 ( )nmR r 為 Zernike Radial 多項式，階數 n

為非負整數，重複數(repetition) m 為整數滿足

 mod  2m n 且 | |m n 。而 Radial 多項式 

  

 
| |

2

( ) ,
n

k

nm nmk

k m
k m

R r R r



      (3) 

當中的各項係數可以二項次係數組合表達如

下： 

  2

!
2

( 1)
| | | |

! ! !
2 2 2

n k

nmk

n k

R
n k k m k m



 
 
  

       
     
     

  

(4) 

事實上，Zernike 矩
nmZ 就是影像函數 ( )f z 與

Zernike 多項式 ( )nmV z 的內積。複數版的

Zernike 矩
nmZ 可定義為 

  
1

( ) ( ) ( )
2i

nm nm

D

n dz dz
Z f f z V z



 


  (5) 

當中 ( )nmV z 為 ( )nmV z 的共軛複數，而二階微分

型為 

  
2i

dz dz
dx dy rdr d


   


   (6) 

透過 de Moivre 公式，可以導出實數版與複數

版 Zernike 矩的轉換公式： 

   

,

( )

1
( , ) ( )cos

( ) ( )

2

nm

nm

D

nm n m

RZ f

n
f r R r m rdrd

Z f Z f

  










  (7) 

以及 

   

,

,

( )

1
( , ) ( )sin

( ) ( )

2i

n m

nm

D

n m nm

RZ f

n
f r R r m rdrd

Z f Z f

  












  (8) 

根據一般 L
2空間的理論， 
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 
0

2

( ) ( )
M n

M nm nm

n m n
m n

f z Z V z
 



     (9) 

以L
2的意義收斂於 f(z)當M→∞。因為此性質，

( )Mf z 被用來當成重組圖函數。 

2.2 四元數 

 四元數(Quaternion)為十九世紀愛爾蘭數

學家 William  Hamilton 所創，在三維空間的

力學問題有極佳的應用[19]。四元數基本上是

四維的實數向量空間，其正交基底為 1,i,j,k ，

基底向量間滿足以下關係等式 

  
2 2 2 i = j = k = -1,

ij = - ji = k, jk = -kj = i, ki = -ik = j,
 (10) 

為一非交換除法環(non-commutative division 

ring)[15]。任何一個四元數皆是這些正交基底

的線性組合： 

  0 1 2 3i j kq q q q q       (11) 

其中 q0、q1、q2與 q3皆為實數。q 的共軛四元

數 q  、其絕對值 q  與其乘法反元素 1q  (假

設 0q   )可表為： 

  
0 1 2 3i j kq q q q q       (12) 

  2 2 2 2

0 1 2 3q qq q q q q      (13) 

  1 0 1 2 3

2 2 2 2 2

0 1 2 3

i j kq q q q q
q

q q q qq

   
 

  
  (14) 

當中 q 的實部為  

  0Re( )q q       (15) 

虛部為 

    1 2 3Im i j kq q q q      (16) 

四元數上乘法交換律並不成立，針對於四元數

0 1 2 3i j kx x x x x    , y= 0 1 2 3i j ky y y y  

的乘法 z=xy，可以矩陣乘法的方式表達： 

  

0 0 1 2 3 0

1 1 0 3 2 1

2 2 3 0 1 2

3 3 2 1 0 3

z y y y y x

z y y y y x
z

z y y y y x

z y y y y x

       
     
      
     
     

     

  (17) 

或者為 

  

0 0 1 2 3 0

1 1 0 3 2 1

2 2 3 0 1 2

3 3 2 1 0 3

z x x x x y

z x x x x y
z

z x x x x y

z x x x x y

       
     
      
     
     

      

  (18) 

公式(17)與公式(18)分別對於右乘 y、左乘 x 都

可以再更進一步分解成四個純量乘法的向量

和，可應用於 AVX 256-bit 向量暫存器的 simd 

向量化程式實作[32]。以公式(17)為例，可導

出 

  

0 31 2

1 20 3

0 1 2 3

2 13 0

3 02 1

x xx x

x xx x
z y y y y

x xx x

x xx x

       
      
         
       
      

      

 

(19) 

針對單位四元數 

  

0 1 2 3

1 2 3

2 2 2

1 2 3

i j k

i j k
cos sin

2 2

g g g g g

g g g

g g g

 

   

  
  
   

    (20) 

其中 

  1 1 2 2 2

0 1 2 32cos 2sing g g g       (21) 

在 三 度 空 間 中 的 任 一 點  1 2 3, ,x x x x

1 2 3i j kx x x   針對旋轉軸向量  1 2 3, ,g g g

1 2 3j kg g g i+ 逆時針方向旋轉徑度 θ 至向量

 1 2 3 1 2 3, , i j kz z z z z z z    ，可透過 

Rodrigues 旋轉公式計算，即 

  1z gxg       (22) 
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當中 

  1 1 2 3

2 2 2

1 2 3

i j k
cos sin

2 2

g g g
g g

g g g

 
  
   
   

(23) 

其計算結果即左乘一代數群 SO(3)中的 3x3 矩

陣 

2 2

2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2

1 2 0 3 1 3 2 3 0 1

2 2

1 3 0 2 2 3 0 1 1 2

1 2 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 2

2 2 2 2 1 2 2

gM

g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g



    
 

    
     

　　

 

(24) 

2.3 四元數 Zernike 多項式與四元數

Zernike 矩 

 考慮任何一個 μ 純虛數單位四元數，即

μ=μ1i+μ2j+μ3k 且 μ1
2
+μ2

2
+μ3

2
=1 當中 μ1、μ2、μ3

均為實數。藉由四元數版的 de Moivre 公式 

  c o s ( ) s i n ( )me m m        (25) 

與 Zernike 多項式類似，四元數 Zernike 多項

式定義為 

  
( ) ( )

( )(cos( ) sin( ))

m

nm nm

nm

V z R r e

R r m m

  

  



 
 (26) 

而 RGB 影像函數 ( )f z 可以表示如下 

         i j kB G Rf z f z f z f z    (27) 

當中 ( )Rf z 、 ( )Gf z 與 ( )Bf z 各別為影像中的紅

色、綠色與藍色頻道中的值。其相對應的右邊

四元數 Zernike 矩定義為 

  

0 1 2 3

1
( ) ( ) ( )

2 i

1
( ( ) i ( ) j ( ) k)

( )(cos( ) sin( ))
2 i

i j k

nm nm

D

B G R

D

nm

n dz dz
Z f f z V z

n
f z f z f z

dz dz
R r m m

Q Q Q Q

 





  

 





  






   



  (28) 

當中 Q0、Q1、Q2、以及 Q3均為實數，計算中

主要處理右乘純虛數單位四元數 μ，相關計算

可透過矩陣公式(17)或是公式(19)進行。一般

而言， 一次四元數的乘法，需要 16 個乘法、

12 加減法，由於單位四元數 μ 是純虛數，可

將一次四元數的乘法縮減為 9個乘法與 5個加

減法，其計算方式如下： 

  
 

 

 

1 2 3

3 2

1 3

2 1

( ) - ( ) - ( ) - ( )

+i ( ) - ( )

+ j ( ) - ( )

k ( ) - ( )

B G R

G R

R B

B G

f z f z f z f z

f z f z

f z f z

f z f z

   

 

 

 





 (29) 

這比起分別以 R、G、B 頻道分別各考慮個別

對應的Zernike矩，需要考慮六維的實數空間，

當然是更為方便。四元數 Zernike 矩的重組圖

函數則是定義為： 

  

 
0

2

( ) ( )
M n

M nm nm

n m n
m n

f z Z V z 

 


     (30) 

 在評估重組圖好壞，特別是重組圖函數

fM 與原影像函數 f 間的誤差，採用 NMSE 

( Normalized Mean Squared Error )，其定義為 

  

2

2

2

( , ) ( , )

( , )

M

D

D

f x y f x y dxdy

f x y dxdy








  (31) 

公式(28)中四元數 Zernike 矩與分別以 R、G、

B 頻道所得的 Zernike 矩之間的關係整理於下

列定理： 

 

定理 A. 符號如上，四元數 Zernike 矩為 

  0 1 2 3( ) i j knmZ f Q Q Q Q      

則 

  
   

 

0 1 , 2 ,

3 ,

n m B n m G

n m R

Q RZ f RZ f

RZ f

 



 



 


 (32) 

  
 

 

1 3 ,

2 ,

( )nm B n m G

n m R

Q RZ f RZ f

RZ f









 


   (33) 
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 

 

2 1 ,

3 ,

( )nm G n m R

n m B

Q RZ f RZ f

RZ f









 


  (34) 

與 

  
 

 

3 2 ,

1 ,

( )nm R n m B

n m G

Q RZ f RZ f

RZ f









 


  (35) 

證明：計算  ( ) sinf z m  透過公式(29)，並加

上 

  
   

   

( )cos ( )cos i

( )cos j ( )cos k

B

G R

f z m f z m

f z m f z m

 

 

 


 (36) 

可得 

  
 

   

0 1 2 3

1

sin

B G R

D

nm

n
Q f f f

R r m rdrd

  


 


  




  (37) 

    

 

1 3 2

1
cos sinB G R

D

nm

n
Q f m f f m

R r rdrd

   





  




 

(38) 

 
    

 

2 1 3

1
cos sinG R B

D

nm

n
Q f m f f m

R r rdrd

   





  




 

(39) 

以及 

    

 

3 2 1

1
cos sinR B G

D

nm

n
Q f m f f m

R r rdrd

   





  




 

(40) 

透過轉換公式(7)、(8)，以及積分算子為線性

的特性，整理後可得結果。             ▇ 

 

 值得一提的，定理 A 也可以用來計算四

元數 Zernike 矩，前提是要先算出 R、G、B

三個個別通道實數版的 Zernike 矩，這樣的計

算方式，並沒有用到四元數計算的優勢。為方

便計算，我們建議將四元數 Zernike 矩分解成

餘弦部份與正弦部份的和： 

       n m n m n mZ f C f S f     (41) 

其中餘弦部份與 μ無關，計算公式如下 

  
,

( , ) ( )1
( )

cos( )

( ) ( )

2

nm

nm

D

nm n m

f r R rn
C f rdrd

m

Z f Z f 








 
  

 






 (42) 

而正弦部份與 μ相關，計算方式如下 

  
,

( )sin( )1
( )

( , )

( ) ( )

2

nm

nm

D

nm n m

R r mn
S f

f r rdrd

Z f Z f



 




 



 
   

 





 (43) 

透過(41)-(43)，可得 

       ,n m n m n mZ f C f S f 

     (44) 

為了考慮理論的完整性，也討論左邊四元數

Zernike 矩，其定義為 

   

1
( ) ( ) ( )

2 i

1
cos( ) sin( ) ( )

( ( ) i ( ) j ( ) k)
2 i

nm nm

D

nm

D

B G R

n dz dz
L f V z f z

n
m m R r

dz dz
f z f z f z

 



  


 





 


 





  (45) 

右邊四元數 Zernike 矩與左邊四元數 Zernike

矩之間的關連，可推導出下列公式： 

 

定理 B.  

  ,( ) ( )nm n mL f Z f 

      (46) 

證明：左邊四元數 Zernike 矩也可如四元數

Zernike 矩右邊分解成餘弦部份與正弦部份的

和： 

       nm nm nmL f C f T f     (47) 

其中 
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( )sin( )1

( )
( , )

nm

nm

D

R r mn
T f

f r rdrd





 

 
   

 
    (48) 

計算 

  
 

 

 

1 2 3

3 2

1 3

2 1

( ) - ( ) - ( ) - ( )

i ( ) - ( )

- j ( ) - ( )

-k ( ) - ( )

B G R

G R

R B

B G

f z f z f z f z

- f z f z

f z f z

f z f z

   

 

 

 



 (49) 

比較 ( )f z 在(29)的計算結果，可得 

  ( ) ( )f z f z       (50) 

因此可得 

  
   

 

sin ( ) sin ( )

sin ( )

m f z m f z

m f z

   

 

  


 (51) 

可得 

  ,nm n mT S 

       (52) 

另外由於  nmC f 是純虛數 cos(.)是偶函數得 

  ,nm n mC C 

       (53) 

帶回(41)、(47)得證。▇ 

 由於四元數 Zernike 矩的值是與 μ純虛數

單位四元數的選取有關，用不同純虛數單位四

元數所算出的四元數 Zernike 矩的值，其實可

透過旋轉轉換公式求得，其結果整理於下列定

理： 

定理 C. 考慮兩個純虛數單位四元數 、 ，

滿足 1g g   其中 0 1 2 3i j kg g g g g    為

單位四元數，則 

  1( ) ( )nm nmZ f = gZ f g  
   

 (54) 

證明：考慮 所定義出的四元數 Zernike 矩 

  

1
( ) ( )

2 i

1
( ( ) i ( ) j ( ) k)

( )(cos( ) sin( ))
2 i

nm nm

D

B G R

D

nm

n dz dz
Z f z V z

n
f z f z f z

dz dz
R r m m

 





  

 





  








     (55) 

當中指數部份的計算（實數與四元數的乘積為

純量乘法，是可交換的） 

  
   

 

1

1 1

1

cos( ) sin( )

cos( ) sin( )

cos( ) sin( )

cos( ) sin( )

m m

m g g m

g m g g m g

g m m g

  

  

  

  



 





 

 

 

 (56) 

代回式子(55)，整理後可得定理結果。▇ 

四元數 Zernike 矩的絕對值是個不變量，其值

與 μ 選取是無關。 

 

定理 D. 考慮兩個純虛數單位四元數 、 ，

( )nmZ f 與 ( )nmZ f 分別為不同四元數所訂出

的四元數 Zernike 矩。則 

  ( ) ( )nm nmZ f = Z f 
    (57) 

證明：對於兩個純虛數單位四元數 

   1 2 3, ,    、  1 2 3, ,    ， 

選取單位四元數 

  cos sin
2 2

g
 

      (58) 

當中 1 2 3i j k      為單位純虛數且與

  外積的向量平行，由於 與 是單位四

元數，徑度則為 
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   1 1cos sin          (59) 

根據 Rodrigues 旋轉公式(20)-(23)，可得 

1g g   。因此藉由定理 C 得 

  

1

1

( ) ( )

( )

( )

nm nm

nm

nm

Z f = gZ f g

g Z f g

Z f

 











   (60) 

▇ 

三、演算方法 

3.1 離散化的計算公式 

    計算一個影像大小為 N N 的四元數

Zernike 矩，以像素 ( , )P s t 小方格為例，其中心

點的座標為 

     
2 1 2 1

, , ,
2 2

s t

s N t N
x y s t

N N


    
   

 
(61) 

為 一 寬 度 為 2 / N 的 正 方 形 （ 當 中

,  0,  1,..., 1s t N  ）。如此可將整個影像嵌入

單位盤 D 中的內接正方形： 

  
1 1 1 1

: ,   ,  
2 2 2 2

A
    

   
   

  (62) 

因此，定義域為 A 的影像函數 ( , )f x y 可經由

公式(61) ( ( , )) ( , )f s t P s t  給定，而其函數對

應域就是四元數中所有純虛數所形成的集合。

採用的計算的方式為以下離散型四元數

Zernike 矩公式： 

   

 

 

2

2

2( 1)ˆ ( , ) ( )

, i
2( 1)

, j ( )

, k

st

st

m

nm s t nm st

s t

B s t

m

G s t nm st

s t

R s t

n
Z f x y R r e

N

f x y
n

f x y R r e
N

f x y

 

 












 
 

  
 
 





 

(63) 

其中 ( , )s t s tr  為像素 ( , )P s t 中心點座標 ( , )s tx y

的極座標( cos ,  sins st st t st stx r y r    )。 

3.2 Radial 多項式的計算方式 

 根據我們在 Zernike 矩的計算經驗[26, 

28-31]，直接採用 Radial 多項式的係數公式，

如公式(3)，直接計算，不僅耗時（計算到所

有階數小於等於 M 的 Zernike 矩，即使 Zernike 

radial 多項式的各項係數，如公式(4)中的階乘，

其計算是利用查表法，其總計算複雜度為

O(N
2
M

3
)），而且在 M>45 之際，因為其計算誤

差累積太大，還原圖根本不能採用。因此，直

接法、係數公式法、或是從係數公式所衍生的

方法，在於高階矩的計算，強烈建議不予採用。

要能精確並且快速的計算，採用 Radial 多項式

的遞迴關係式的計算方法，就成為較佳的選

擇。 

 其中一種遞迴方法，為許多數學學者所

採用，稱之為 q 遞迴法（q-recursive method）： 

  
3

1 , 4 2 , 22
( ) ( ) ( ) ,

4 , 6 , . . . . , 1  (  0 )

n m n m n m

K
R r K R r K R

r

m n n

   

  其中 或

 (64) 

當中初始條件為： 

  ( ) , 0n

nnR r r n      (65) 

  
2

, 2 ( ) ( 1) , 2n n

n nR r nr n r n

      (66) 

係數滿足條件： 

  
1 2

3

( 4)( 3)
( 4)

2

( 6)( 4)

8

m m
K m K

K n m n m

 
  

   


  (67) 

  

3

2

( 4 ) ( 2 )

4 ( 3 )

( 2 )

K n m n m
K

m

m

   




 
  (68) 

  3

4 ( 2 ) ( 1 )

( 2 ) ( )

m m
K

n m n m

  


      
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 (69) 

其中 4,  4n m n   。 

 另外一類遞迴關係式，稱之為四項次遞

迴式，源起於一個 Zernike Radial 多項式 DCT

表達式[21, 26, 33]，我們也給了組合方式的證

明[31]，為本文所建議的方法，其公式如下： 

   ,| | 1,| 1| 1,| 1|

2,| |

( ) ( ) ( )

( ) ( 2)

n m n m n m

n m

R r r R r R r

R r n

   



 

 當中

 (70) 

其初始條件為(65)。初始條件(65)中 ( )nnR r 的計

算，可由下列方式計算： 

  

0

2 2
2

2

2

2 2

1

(2 1) (2 1)

2

3,4,...,k k

r

s N t N
r

N

r r

r r r k M

 


     




    當

  (71) 

3.3 指數部份的計算方式 

 指數部份的計算，其實就是在計算三角

函數 cos stm 、 sin stm 的值，其計算方式，可

透過下列三角計算公式進行：先計算初始值 

  cos0 1,  sin0 0,  cos ,  sin
x y

r r
      (72) 

  
2 1

tan
2 1

t N

s N


 


 
    (73) 

  
2

2 2

1 tan 2 tan
cos(2 ) ,  sin(2 )

1 tan 1 tan

 
 

 


 

 
(74) 

再用和角公式以 for 迴圈計算： 

For m=3 to M step 1 

 
     

   

cos cos ( 2) cos 2

sin ( 2) sin 2

m m

m

  

 

 

 

 
     

   

sin sin ( 2) cos 2

sin 2 cos ( 2)

m m

m

  

 

 

 
 

Next m       (75) 

由於我們避免使用系統內設的數值函數如

sin(.)、cos(.)、atan(.)等逼近三角函數、反三角

函數的數值函數，而是採定義、線性遞迴關係

是計算，所求得的三角函數數值精準，對於整

體計算的誤差累積都能在控制範圍之內。 

3.4 建議的演算法 

 計算四元數 Zernike 矩的演算方法，如圖 

1 所示。第一個步驟就是先取得影像函數的值 
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圖 1. 建議計算四元數 Zernike 矩的演算方法。 

( , )s tf x y  並計算四元數乘法 ( , )s tf x y ，分別 

儲存於  Quaternion 陣列 f[0:N-1][0:N-1]與

f_mU[0:N-1][0:N-1]在索引(s, t)的元素。 

 對於每個像素的代表點  ,s tx y （其中

 ,s t s tr  為極座標），利用(72)-(75)的方法計算

三角函數值  cos m 、  sin m 分別儲存於陣列

COS[0:M]與 SIN[0:M]。而實數冪次方，以(71)

所示演算計算， k

str  (k=0,1,...,M)就儲存於陣列

於 rr[0:M]。 

 四元數 Zernike 矩 nmZ  的處理方式，主要

是計算 Zernike 矩的餘弦部份 nmC 以及正弦部

份 nmS  ，如(41)-(43)所定義的，分別儲存於

Quaternion 陣列元素 Z[n][m]與 Z[n][m-1]。當

中的 radial 多項式  nm stR r 值的計算，是採用四

項遞迴公式(70)，並用到暫存記憶體 Rnm、

RnM1[0:M]以及 RnM2[0:M]儲存計算過程中

的值。 

  整個演算方法，雖然儘量降低最耗時的

四元數乘法次數，但也至少要進行 N
2 次。其

他四元數的計算如四元數加減法、純量乘法，

都能以 simd 向量計算的方式進行。整體的計

算複雜度為 O(N
2
M

2
)，為快速且精準的演算方

法。 

3.5 快速 Farey 數列計算法 

 透過 3.4 節所介紹的方法計算，已經是達

到最快的數量級，但是利用代數群所產生的對

稱性，可以大幅減少計算量，考慮由旋轉、鏡

射所形成的群，如： 

  4

3
, | 0, , ,

2 2
D  

 
   
 

  
 

  (76) 

當中  表逆時鐘方向旋轉   而   表在線

上  / 2 的鏡射。利用二面體群（Dihedral 

Group）D4群作用所產生的對稱性，能有效地

將量減到原計算量的 1/8。原離散計算公式(63)

可進一步修改為 

   

 

4

4

( , )

2

4

( , )

ˆ

( , ) ( )

2( 1)

1
( , ) ( )

2

   

st

s t

s t

s s

nm

m

s t nm st

x y H D
x y

m

s s nm ss

x x H D

Z

f x y R r e

n

N
f x x R r e

  




 










 


 
  

 

 



 
 

  
 
 
 
 

 

 

 

(77) 
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當中 H 為圖 2 中所示正方形 A 中之 1/8 大小

的藍色直角三角形區塊，在對角線 x=y 上的像

素，如黃色像素 Q，只有 4 個 D4共軛像素，

其他在H內部的像素都會有 8個D4共軛像素。

在公式(77)中，這些在對角線 x=y 上的像素必

頇乘以 1/2。 

 由於像素的索引 s、t 都是非負整數，相

同的徑度 1tan ( / )st t sy x  的三角函數數值，

（    tan 2 1 2 1st t N s N     ）沒有必要重

複 

 

圖 2. 利用 D4對稱性加速計算示意圖。 

計算，這時就可排除 gcd(xs, yt)>1 的情況，此

時 Farey 數列就可以派上用場。 

當 N 為偶數時，就考慮階數<N 的 Farey 數列

中分子、分母皆為奇數的子數列 ˆ
NF 。Farey 子

數列的元素個數可由下列漸近公式估計

[26]： 

 

定理 E. Farey 子數列的元素個數滿足下列漸

近公式： 

  
2

2
ˆ ( 1 ( 1 ) )N

N
o


 F     (78) 

三角函數的總計算量，由於 H 上的像素代表

點有  2 8N N 個。可以進一步減至使用公式

(77)的 81.0569%。考慮 H 上的像素任一代表

點  ,x y ，得  

     , ,x y d p q      (79) 

當中 gcd( , )d x y 為正奇數且 ( 1)d N q     

p=x/d 且 q=y/d，p/q 為分子、分母皆為小於等

於 N 之正奇數的不可約分數，因此 ˆ
Np qp F 。

因此 H 上的所有像素代表點與下列集合有一

對一對應 

  

ˆ ,  

,
1

  

N

N

p

qp
I d

q N
d d

q

 
 

  
   

        

且 為正奇數

F

(80) 

Farey數列法基本上就是依 IN的順序計算H上

的像素所有代表點。 

3.6 建構 Quaternion Class 

 整個演算進行，當然可以實數計算進行，

但是四元數本身擁有良好的代數結構，本身就

是四維的實數向量空間，當中所有的算術計算

都可以向量、矩陣運算的方式進行。 

 我們利用 intel intrinsics 指令[32]，使用

AVX 256-bit 向量暫存器，實作了四元數向量 

加減法、四元數的純量乘法（如圖 3），以及

利用公式(19)實作一般性的四元數乘法。由於

AVX 256-bit 向量暫存器一次可以處理 4 個

double 型態的數值，非常契合四元數的算術計

算。在不使用 AVX 256-bit 向量暫存器的情況

下，我們也實作了公式(29)。使用 AVX 256-bit

向量暫存器的 Quaternion Class，在處理四元

數 Zernike 矩的計算，有非常顯著的加速效

應。 
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// compute scalar multiplication 

static inline Quaternion operator*( double 

const & a, Quaternion const & b) 

{  

/*bb=(b0, b1, b2, b3) stands for 

b0+b1i+b2j+b2k */ 

 __m256d bb=_mm256_load_pd(b.q); 

//aa=(a, a, a, a) 

 __m256d aa=_mm256_set1_pd(a); 

//pointwise multiplication of vectors aa & bb 

 __m256d x0=_mm256_mul_pd( aa, bb ); 

 return Quaternion(x0); 

} 

圖 3. 利用 intel intrinsics 指令使用 AVX 256-bit 向

量暫存器實作純量乘法。 

四、實驗設計與數值結果 

4.1 實驗基本設定 

 演算法是以 C/C++程式語言撰寫實作程

式，並搭配 intel intrinsics 指令，使用 AVX 

256-bit 向量暫存器。我們採用 TMD-GCC 4.9.2 

64-bit C/C++ release 編譯器、O2 優化，採用單

一執行緒方式撰寫我們所發展的演算方法。所

有實數相關的的數值計算，全都是採用 64 位

元格式的 double 處理。電腦的作業系統為 win 

7，採用 Intel i7- 4790 quad-core 3.6 GHz 的處

理器，Cache 有 8M。 

 

   

   

圖 4.六張 512x512 大小的彩色測試圖。 

 

 所有的測試圖檔都是 512x512 的彩色圖 如圖 4 所示，分別為 house and car、splash、 
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peppers、Lena、F-16 以及 Tiffany。程式對於

讀、寫一個圖檔的時間也不到 10 毫秒。比起

計算高階四元數Zernike矩的時間，相對而言，

非常微小的。我們實驗所呈現的執行時間

（elapsed time）都是測試這六張圖的平均值。 

4.2 不同階數誤差的實驗 

 假設純虛數單位四元數  i+j+k 3  。

由於 RGB 彩色圖的高階矩計算龐大，所有實

作的演算方法，皆以 Farey 數列計算法加速計

算，我們考慮下列三種方法： 

 

 A: 採用四元數計算，使用四項次遞迴式

如(70)，加上 Farey 數列計算法加速。 

 B: 採用 RGB 個別頻道分開計算處理，

使用四項次遞迴式如(70)，加上 Farey 數

列計算法加速。 

 C: 採用四元數計算，使用 q 遞迴方法如

(64)-(69)，加上 Farey 數列計算法加速。 

 

 我們以 A、B 與 C 三法分別計算測試圖

Tiffany 在最高階數從 50 至 500 之間的還原表

現。並計算其 NMSE 值於表 2，並且在表 1 

展示其在高階 500 時的還原圖，使用法 A、法

B 時，除了在四角邊緣有可見白色的明顯誤差

外，其餘部份幾乎與原圖一致，此與 Radial

多項式值在 1r  、高階 n、較小絕對值的重

複數 m 時震盪得很厲害，且 (1) 1 nmR n,m  ，

直接會有計算上的關聯性；可觀察 Radial 多項

式 R500,0(r) 在閉區間[0.98, 1]的函數圖形如圖 

5 所示，其中的確是越接近 1 震盪得越厲害，

其繪製方式是依照四項遞迴公式(70)計算描

點而成。值得注意的是，使用法 A 的誤差， 

 

表 1 測試圖 Tiffany 使用 A、B、C 等法計算在最高階 500 時的還原圖與 NMSE 

 
(A) 2   0.0017582 

 
(B) 2  0.0017637 

 
(C) 2  0.0021271 

 

表 2.不同方法在不同最高階數還原圖的 NMSE 值 

    影像 

階數 
A B C 

50 0.0112199  0.0111715  0.0111715  

100 0.0060775  0.0060571  0.0060571  

150 0.0044710  0.0044604  0.0044645  

200 0.0034693  0.0034636  0.0035042  

250 0.0028540  0.0028513  0.0029365  

300 0.0023709  0.0023703  0.0025117  

350 0.0020319  0.0020329  0.0022278  

400 0.0017724  0.0017748  0.0020222  

450 0.0016790  0.0016829  0.0019909  

500 0.0017582  0.0017637  0.0021271  

 

在數據上是更小於法 B，顯示使用採用四元數

計算，比起採用 RGB 個別頻道分開計算處

理， 
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圖 5. Radial 多項式 R500,0(r)在閉區間[0.98,1]的函

數圖形。 

 

有更佳的還原圖表現。法C 採用 q 遞迴方法，

由於該演算法在計算 Radial 多項式時，特別是

在高階 n、較小絕對值的重複數 m 時，在接近

圓心處會有值為零的計算錯誤現象[26, 34]，

這是在高階的四元數 Zernike 矩還原圖，出現

有明顯漣漪的現象的最主要原因。類似在

Zernike 矩的計算經驗，以 q 遞迴方法為基礎

的法 C，並不適用於階數超過 250 以上之四元

數 Zernike 矩的計算。 

4.3 不同測試圖誤差實驗 

 此實驗  i+j+k 3  ，我們將法 A 作用

到所有的測試圖，計算所有階數小於等於 500

的四元數 Zernike 矩，並計算還原圖之 NMSE

值，其實驗數據列在表 3。可以觀察到，這六

張彩色圖的還原圖之 NMSE 是介於 splash 的

0.0017049 以及 peppers 的 0.0037278 之間。

peppers 的還原圖如圖 6 所示。 

 

 

圖 6. 測試圖 peppers 使用法 A 計算在最高階 500

時的還原圖。 

表 3. 測試圖在最高階 500 還原所產生的誤差 

測試圖 house  splash peppers 

NMSE 3.0806 1.7049 3.7278 

測試圖 Lena F-16 Tiffany 

NMSE 2.6785 1.8413 1.7582 

（單位:10
-3） 

4.4 採用不同 μ計算的實驗 

 在此實驗中，我們考慮法 A，使用不同

的純虛數單位四元數 μ 計算四元數 Zernike 矩

至最高階數 500。不同 μ 的選取如下： 

  

 

 

(0)

(1)

(2)

(3)

(4)

μ =i

μ = i+j+k 3

μ =i 3+ j 2+k 6

μ = i+j 2

μ =i 2+ j 10+k 2 5











  (81) 

測試圖 Lena 的還原表現，並以其 NMSE 值取

到小數點後八位，所有的值均是 0.00267849。

顯示 μ 值的選取，並不影響還原圖的品質。並

且比較法 B，其 NMSE 值為 0.00268286。經

由不同 μ 值的選取比較，在數據上顯示，使用

採用四元數計算，的確比起採用 RGB 個別頻

道分開計算處理，有更佳的計算的精準表

現。 
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4.5 測試不同計算方法速度的實驗 

 使用純虛數單位四元數  i+j+k 3  。

所有實作的演算方法，皆以 Farey 數列計算法

加速計算，我們考慮四種不同的設定與方法計

算四元數 Zernike 矩，並且比較兩種計算

Zernike 矩的方法： 

 A0:  採用四元數計算，使用四項次遞迴

式如(70)，加上 Farey 數列計算法加速。

Quaternion Class 不使用 AVX 256-bit 向

量暫存器。 

 A1:  採用四元數計算，使用四項次遞迴

式如(70)，加上 Farey 數列計算法加速。

Quaternion Class 使用 AVX 256-bit 向量

暫存器。 

 C0:  採用四元數計算，使用 q 遞迴方法

如(64)-(69)，加上Farey數列計算法加速。

Quaternion Class 不使用 AVX 256-bit 向

量暫存器。 

 C1:  採用四元數計算，使用 q 遞迴方法

如(64)-(69)，加上Farey數列計算法加速。

Quaternion Class 使用 AVX 256-bit 向量

暫存器。 

 R:  使用四項次遞迴式如 (70)，加上

Farey 數列計算法加速計算灰階圖上的

Zernike 矩。 

 Q:  使用 q 遞迴方法如(64)-(69)，加上

Farey 數列計算法加速計算灰階圖上的

Zernike 矩。 

 法 A0、A1、C0、C1 計算四元數 Zernike

矩在最高階數 0-500 所花得平均時間如圖 7

所示。當中以最高階數 M=500 為例，A0 需時 

13.0653秒，A1需時 6.8563秒、C0需時 21.3156

秒，而 C1 需時 15.4625 秒。就計算速度而言，

在最高階數介於 50 與 400 之間，實驗數據顯

示，A0 最快、C1 次之、A1 第三，而 C0 最慢；

但是從最高階數 450 起，A0 的執行速度就追

上 C1，成為第二。很明顯，以四項次遞迴公

式為基礎的方法 A0、A1 是明顯快過以 q 遞迴

為基礎的方法 C0、C1。 

 就採用四元數Zernike矩計算的速度評估，

還需要和與他們相近的 Zernike 矩計算方法，

一起比較。一般評估，如果是採用 Zernike 矩

分別處理 RGB 三個頻道，計算時間應該是計

算灰階圖的三倍時間。先就未使用 AVX 

256-bit 向量暫存器的法 A0、法 C0 與相對應

的法 R、法 Q 觀察計算時間比值 A0/R、C0/Q。

這些比值全部明顯小於 3，顯示採用四元數

Zernike 計算的方式，是有效的。以較慢 q 遞

迴方法為例，特別是最高階數介於 100 至 450

之間，執行時間 C0/Q 比值是介於 1.712 與

1.895 之間。反觀快速的四項次遞迴方法，A0/R

比值較大，是介於 2.469 與 2.621 之間。這應

該是四元數的算術計算總量，在四項次遞迴方

法 A0，相對較慢的 q 遞迴方法 C0，有比較大

的比重。 

 在採用AVX 256-bit向量暫存器計算的法

A1、C1，速度上有非常明顯的提昇。以執行

時間比值 A0/A1 為例，全數在 1.911 以上；而

執行時間比值C0/C1在階數小於等於400時，

也有 1.570 以上的水準。利用 AVX 256-bit 向

量暫存器加速計算，確實有相當的成效。 

 與相對應的 Zernike 矩計算方法比較，比

值 A1/R 在最高階數 100 以上，全數小於等於

1.296，也就是說，計算四元數 Zernike 矩只要

將原計算 Zernike 矩時間，再加上額外不到

29.6%的計算時間，就能夠達成。這種效應，

在於較慢方法的 C1 更是明顯。執行時間比值

C1/Q 在最高階數 250 與 300，甚至是 1.087 與

1.095，這是不過 8.7%與 9.5%的額外時間，就

可以完成。利用 AVX 256-bit 向量暫存器向量

化計算四元數 Zernike 矩，所能達到的成效，

確實驚人。 
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圖 7.法 A0、A1、C0、C1 計算四元數 Zernike 矩

在最高階數 0-500 所花的平均時間。 

 

 

表 4.不同方法針對 512x512 測試圖計算四元數 Zernike 矩在最高階數 50-500 所花得平均時間與相對應

Zernike 矩方法執行時間的比較 

   方法 

階數 A0 A1 C0 C1 A0/A1 C0/C1 R Q A0/R A1/R C0/Q C1/Q 

50 0.160 0.082 0.222 0.135 1.941 1.642 0.061 0.109 2.621 1.351 2.034 1.239 

100 0.561 0.288 0.794 0.500 1.949 1.589 0.218 0.423 2.573 1.321 1.876 1.181 

150 1.210 0.633 1.698 1.071 1.911 1.586 0.497 0.923 2.434 1.274 1.840 1.160 

200 2.129 1.103 2.952 1.883 1.930 1.568 0.868 1.648 2.453 1.271 1.792 1.143 

250 3.274 1.702 4.559 2.895 1.924 1.575 1.319 2.663 2.482 1.290 1.712 1.087 

300 4.650 2.415 6.498 4.139 1.925 1.570 1.872 3.779 2.484 1.290 1.719 1.095 

350 6.304 3.263 8.887 5.597 1.932 1.588 2.540 5.072 2.482 1.285 1.752 1.104 

400 8.266 4.294 11.918 7.636 1.925 1.561 3.320 6.592 2.490 1.293 1.808 1.158 

450 10.512 5.477 16.074 10.756 1.919 1.495 4.234 8.483 2.483 1.294 1.895 1.268 

500 13.065 6.856 21.316 15.463 1.906 1.379 5.292 10.857 2.469 1.296 1.963 1.424 

時間單位：秒 

五、結論 

本研究對於四元數 Zernike 矩計算的探

討是多面向的，除了理論性的探討，也涉及到

演算法實作的議題，其結果可歸納如下： 

(1)我們對於四元數 Zernike矩的一般性理論發

展，給出一系列的證明，奠下四元數 Zernike

矩的理論基礎，並提出四元數 Zernike 矩合

理的不變量。 

(2)發展一系列計算四元數 Zernike 矩的方法。

這些方法在於高階矩的計算，也透實驗結

果證實非常有效，不僅是快速，而且精準。

以 512x512 像素的 RGB 測試圖 Tiffany 為

例，計算到 500 階的還原圖，其誤差 NMSE

僅 0.0017582。 

(3)透過四元數代數結構的向量計算，有效地

使用 AVX 256-bit 向量暫存器，整合至所發

展四元數 Zernike 矩演算方法，以 512x512

像素的 RGB 圖為例，計算到 500 階以降所

有矩，僅需要 6.8563 秒。 

(4)與其他演算方法比較，不僅是在還原圖的

品質，或是執行速度上，我們所提議的方

法，都是明顯勝出。 
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