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摘要 

 一個新的取樣資料系統其控制器離散化的方法被提出，由於這個方法是根據實際的反應曲

線而設計的，所以在離散化系統時顯得更為有效用。在所提方法之連續到離散的轉換關係式中

有一冪次參數的設計其可根據系統的模式和取樣週期的大下來調整。當一適當的冪次參數被選

取去離散化一受控系統時，相較於原始的連續系統的響應，新的離散系統除了有不錯的響應性

能外；並且可以容忍以相對較大的取樣週期完成連續資料的被取樣。一個實例將被模擬以驗證

本方法之有效性。 

關鍵字：離散化、轉換關係式、取樣週期 

Abstract 
A novel discretization method is proposed to convert an analog controller to its corresponding 

counterpart for the sampled-data system. This method is suitable for the actual response curve, so it 
can be more effective in discretizing a designed analog system. In the transformation of proposed 
method there is a flexible power order parameter n which can be turned in accordance with system 
model and sampling period. Thus a suitable n in our proposed transformation will be found and used 
to make the discrete response of a controlled system can be more precisely match to the original 
analog response. The discrete-time controller via proposed transformation with a suitable n not only 
has a good performance for its originally continuous-time response but also it can tolerate a 
comparatively large sampling period of the discrete-time system. An illustrated example is simulated 
to demonstrate the effectiveness of these results. 
Keywords: discretization, transformation, sampling period 
 
 

一、簡介 
大部分的控制器是設計在連續時間下[1,2]，但

因數位控制的愈來愈普遍與容易，使得設計在連

續時間的控制系統必須轉換成其等效的離散形式

以方便數位計算機進行數位控制，而其中最關鍵

的部分就是類比控制器的離散[3,4]。 
一個類比控制器的最初設計是為了能滿足系統

在連續時間下的性能表現，但其數位化後的響應

卻常因數位化轉換過程中不可避免的誤差而有所

偏離，且那偏離的現象在取樣週期不夠小時將更 
 

是明顯。然而，在實際工程系統的應用上，數位

化控制器對取樣週期的選擇常是需要有較大容忍

度的[5]，若只限於小的取樣週期去做離散化將是

不切實際的。 

在本論文中，一個新的類比控制器離散轉換的

方式將被提出，並且會得到一個可隨取樣週期大

小及系統模型而彈性調整的轉換關係式。此外，

一個離散的性能指標函數也會被定義以方便對各

種離散方法作性能的比較。最後將以一個例子去

驗證所提方法的有效。 
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二、數位化模型的轉換關係式 

考慮一類比控制器其轉移函數模型如下 
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其中 a 是常數，而上式轉移函數的微分方程型式

是 
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若一個取樣週期 T 被使用去決定 u(t)，則式(2)可
表示成如下的差分型式 
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式(3)右邊的每一連續時間積分項的值，有數種數

值積分方式可計算得到[6,7]，例如著名的雙線性

(亦稱梯形)數值積分法其是假設在積分區間內的

資料其幾何分布總是成一條直線，若所有取樣資

料其在連續時間的積分項中確實都是分布成一條

直線或是接近於直線的曲線，那麼使用雙線性法

就會得到相對較少的離散誤差和相對較好的離散

結果。然而，真實的情形是在積分區間內其資料

的幾何分布卻常是一個有弧度的曲線，且弧度的

大小會隨著不同的系統模型和取樣週期而改變。

因此，使用雙線性法對於一個使用相對較大一點

取樣週期的系統而言是並不適合的，因其在離散

的過程中會產生相對較大的誤差。若式(3)右邊的

每一積分項的幾何分布是一個上凸型的曲線如圖

一(a)所示，那麼其積分項的面積可由一矩形面積

1A (面積 abed)和一上凸近似曲線面積 2A (面積

bce)得到；若其幾何分布是一個上凹型的曲線如

圖一(b)所示，那麼其積分項的面積可由一矩形面

積 1A 和一上凹近似曲線面積 3A 得到。面積

)(1 kTyT ⋅=A ，而面積 2A 和 3A 則可藉一可調的冪

函數曲線去逼近真實響應曲線後，再積分此冪函

數曲線的面積而得到。 
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圖一(a)、上凸型弧度曲線積分 
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圖一(b)、上凹型弧度曲線積分 

 
首先，令 )(tf 是一撓性冪函數且被定義如下 

 nttf =)(  (4) 

其中 n 是冪次變數，而 )(tf 隨不同 n 值在

10 << t 的響應如圖二所示，當不同的 n 值被使用

將可以分別形成不同弧度的曲線，而當一個適當

的 n 值被選擇時，將能有助於我們去得到一個最

逼近於真實響應曲線的冪函數曲線，而由這逼近

的冪函數曲線所計算出來的面積 2A (或 3A )，相對

也會有最小的積分誤差，當其與其他的數值積分

方式去作比較時。 
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圖二、撓性冪函數隨冪次變數 n 變化之曲線圖 
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圖三、上凸型冪函數面積 2A )1( <n 與上凹型冪函數

面積 3A )1( >n  

 
如圖三所示，一個上凸型曲線面積 2A )1( <n 或

上凹型曲線面積 3A )1( >n ，其經由撓性冪函數積

分法去計算得到的方式如下： 
令 tA )1( =n 表△bce 的面積，並且重新定義令 b
點和 e 點的水平座標分別是時間 0=t 和 Tt = ，同

時令 c 點是撓性冪函數 nt 相對於 Tt = 之值，則可

求得三角形 tA 的面積為 
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和上凸型曲線面積 2A 為 
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和上凹型曲線面積 3A 為 
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2A 和 3A 的數學表示相同，而與 tA 的比值是 
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所以 y(t)在一個取樣區間的積分面積是 
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根據這樣的幾何方式，式(3)可以被計算如下 
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Z 轉換(7)式得到 
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則其在離散時間下的轉移函數為 
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比較(1)式和(9)式，得到 s 和 z 的關係式為 
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式(10)即是一個新的經由撓性冪函數數值積分法

所得到從連續時間定義域(s-domain)到離散時間

定義域(z-domain)的轉換關係式。 
在式(10)的轉換關係式中，當我們將冪次變數 n

逐漸改變時，發現了一些有趣的現象如下 

當 0=n ，式(10)變成 

 
Tz
zs 1−

=  (11) 

那是後向(backward)數值積分法轉換關係式的型

式。 
當 ∞=n ，式(10)變成 
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T
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那是前向(forward)數值積分法轉換關係式的型

式。 

當 1=n ，式(10)變成 
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那是雙線性(bilinear)數值積分法的轉換關係式的

型式。 
根據以上的敘述，當一個適當的冪次參數 n 在所

提出的轉換關係式中被使用時，其不僅可以表示

成其他數種眾所週知的數值積分法的轉換關係式

型式，同時也可以產生一個新的轉換關係式，使

其在被使用去轉換一個已經被設計好的類比控制

系統時能夠產生相對更少的離散誤差。 
 

三、實例驗證 
考慮一已設計完成的受控系統[8]如圖四所示 
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圖四、連續受控系統 

 
其中，參考輸入 r(t)為一單位步階函數，控制器是 
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首先，經由雙線性轉換關係式所得之控制器離散

等式為 
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其次，經由所提方法之轉換關係式所得之控制器

離散等式為 

 
p

p

p D
N

nz

z

T

nsCzC s
=

+

−+=
=

)()(
)(

)1(1  

其 

 
]20)1(42.10)1[(

]40)1(42.10)1(2[

]20)1(42.10)1[(

222

222

222

TnTnnn
znTTnn

zTTnnN p

++−++

+−++−+

++++=

 

 
]20)1(44.32)1[(

]40)1(44.32)1(2[

]20)1(44.32)1[(

222

222

222

TnTnnn
znTTnn

zTTnnN p

++−++

+−++−+

++++=

 

最後，經由 Boxer-Thaler 法[9]所得之控制器離

散等式如下: 
因 Boxer-Thaler 轉換關係式之一次方積分子和二

次方積分子分別為 
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將 Boxer-Thaler 的 1−s 和 2−s 代入 C(s)得到 
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使用零階保持(zero-order hold)，得到受控體的離

散模型 

 






 −

=
−

)(1)( sP
s
eZzP

sT

 

其整個等效離散受控系統的模型如圖五 
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圖五、等效離散受控系統 

 
且此離散受控系統的輸出為 
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將 )(zCb 、 )(zCB 和 )(zC p 各自代入 )(kTy ，得到

)(kTyb 、 )(kTyB 和 )(kTy p ，其分別是經由雙線性

轉換法、Boxer-Thaler 轉換法及所提轉換法的輸出

響應。為了公平的比較離散時間響應 )(kTyd (即
)(kTyb 、 )(kTyB 和 )(kTy p )和原始連續時間響應

)(tyc 接近的程度，一個性能指標函數 J [10]被定

義如下: 
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是整個響應區段內的最後一個取

樣點，分別將 )(kTyb 、 )(kTyB 和 )(kTy p 代入性能

指標函數 J 中的 )(kTyd ，三種輸出誤差和 pJ 、 bJ
和 BJ 將分別被計算出，並藉以去判斷何者是有最

接近於原始類比系統響應的離散輸出。 
所有模擬的結果都被包含在表一，當中有

( 1.0=T , 30=fk )、( 15.0=T , 20=fk )、( 2.0=T , 
15=fk )、( 25.0=T , 12=fk )、( 3.0=T , 10=fk )、

( 35.0=T , 10=fk )、和( 4.0=T , 8=fk )等八種取樣

週期和取樣點數的組合被選取去計算此三種離散

方法的誤差和。同時，將 ( 1.0=T , 15=fk )和
( 4.0=T , 8=fk )的輸出響應分別顯示於圖六和圖

七以便三種離散方法的彼此比較。 

在圖六( 0.1T = )，此三種離散輸出響應是接近

的，此外，當一個足夠小的取樣週期 (像是

0.01T = sec)被使用在此例時，三條離散的響應曲

線近乎是重疊且皆與連續響應曲線非常地接近。

另如表一所示，發現當取樣週期遞增時，三種離

散誤差指標 bJ 、 BJ 和 pJ 也跟著增加，但遞增的

幅度， bJ 是最大， BJ 其次，而選擇一適當 n 值的

pJ 則是最小。而在圖七( 0.4T = )顯示， bJ 已經發

散， BJ 和 pJ ( 62.0=n )雖皆收斂但 BJ 較 pJ 具有相

對較大的誤差值，此結果揭露當一個適當的冪次

參數於所提方法中被選取應用時，即可容忍以相

對較大的取樣週期去完成資料的取樣。 
從上述的模擬結果，顯示所提之方法確實能有

效地應用在取樣資料系統的實現上。 
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圖六、取樣週期 T=0.1(sec)的輸出響應比較 
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圖七、取樣週期 T=0.4(sec)的輸出響應比較 

四、結論 
一個新的應用在被取樣資料系統其類比控制器

數位重設計的方式被提出，由於所提的方法其設

計的概念更接近於實際的響應曲線，所以在數位

化一個已完成設計的類比系統時將相對會更為有

效。而在所提的撓性冪函數數值積分法轉換關係

式中其有一個可調整的參數，此一參數的最佳值
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可透過去計算所要離散系統的性能指標函數值進

而找尋到。而當一個適合的冪次參數值被選擇並

使用在所提的方法中，其離散後的模型不僅能夠

得到一個相對較接近於原始類比系統響應的取樣

資料響應，且還能夠容忍以相對較大之取樣週期

去完成資料的取樣。 
對於某些數位重設計的系統，尤其是對那些因

硬體限制導致取樣率必須相對較低的系統，所提

之新的數位重設計的方法是值得去一試的，經由

這篇論文所揭露的方法，一個有用且可實現的數

位重設計系統將會被獲得。 
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表一、不同取樣週期下的誤差和比較 

T 
Error 

1.0=T  15.0=T  2.0=T  25.0=T  3.0=T  35.0=T  4.0=T  

pJ  
)3( =n  

0.0870 
)4.2( =n  

0.1514 

)8.1( =n  

0.2220 

)3.1( =n  

0.3489 

)07.1( =n  

0.5621 

)84.0( =n  

1.1383 

)62.0( =n  

3.5634 

bJ  0.1355 0.2411 0.3570 0.4581 0.5802 2.5318 129.99 

BJ  0.1396 0.2555 0.4001 0.5692 0.8101 1.5868 5.0863 
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