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摘要
本文以線性(linear)與非線性(non-linear)方法配合整數規劃(integer programming, IP)理論，探討在滿足前期排課的限制條件下，分別以教師總體授課科目數、教師教學科目滿意度與課時滿意度為目標函數(objective function)，並以不同的加權函數(weighting function)，求得教師、教學科目與授課時數三者之間的最佳化對應和組合。

關鍵詞 : 線性理論、非線性理論、整數規劃、目標函數、加權函數。
Abstract

The method of linear and non-linear analysis with integer programming ( IP) theory are used to explore teachers , courses and school hours under specific pre-arranging courses restrictions.  The division overall number of subjects, subject satisfaction of teachers and school hours satisfaction of teachers are considered as the objective function, and different weighting functions are applied to obtain the results of the optimal problems. 
Keywords : Linear analysis, Non-linear analysis, Integer programming ( IP) theory, Objective 
function, weighting function.
一、前言
   排課是個複雜且有趣的問題，本身分為兩個階段:前期排課與後期排課。後期排課涉及將教師授課科目與時段，依個人條件與整體排課限制(教師衝堂，教室衝堂，某些時段不可排某些課程…)，填入班級課表中，產生個人與各班課表，此工作並不在本文探討範圍內。本文探討的問題為前期排課，也就是要排定各班與各科目的課表之前，必須將教師與該學期所開設的課程，先完成科目與課時分配。此分配工作必須滿足以下的限制條件：
(1) 專任教師的最高課時與最低基本課時限制。
(2) 排定科目符合任課教師專長。
(3) 教師授課科目數與時數和班級開課科目數與時數之完全對應(所開設之所有課程必須都有教師任課)。
(4) 教育計畫中所涵蓋選修科目開設與否?(選修人數是否足夠?超鐘點金額是否足夠?師資是否足以支援?)

(5) 需要聘請兼任教師之科目與聘用兼任教師之人數。
(6) 本校排課的特殊情形:

(a) 超鐘點必須整系(科)所有教師超過基本鐘點時數，才計算個人超鐘點時數。
(b) 在預算前提下，專兼任教師超鐘點總金額必須控制在某個金額之內。
(c) 在有專任教師與兼任教師授課的科目中，此科目至少排一位專任教師…等等。
(d) 飛機工程系101學年度，每位教師必須上一門專題實作的課程。
    而問題不僅如此，即便滿足所有限制條件之後，前期排課的結果，是否讓教師們達到最佳滿意度? 是否符合公平原則? 是否達成所有教師皆發揮其最大專長? 問題中的變數與限制如此之多，若要全部或幾乎全部達成以上之目標，人力將有所不逮，藉助電腦，已是必然。  

    本校周炳煌老師，曾發展一套排課程式，目前航院兩校區，皆有科系在排課業務中使用。 但此程式和航院考核科的排課系統類似，只用作於避免人為錯誤，課時衝堂，課程漏排與課表製作等後期排課作業中，並無法用於前期排課作業，也就是此排課程式無法決定教師、科目與課時之排課。 而參考其他研究，亦無法完全適用於航院排課業務的特性，是以決定研究此一問題，以解決航院各系科因班級數、教師人數、開班科目、經費預算、個科系之個別規定，並且排課人員經常替換，經驗無法傳承…等等，所衍生出的排課問題。
二、文獻回顧
    Mooney等（1995）[1]以非線性整數規劃，依教師身分決定優先權，以電腦程式計算出排課結果。此法缺點在於，若資料量過大，將造成計算上耗時過久，而且所求到的解並不是最佳解。Masood等（1996）[2]採用多目標課程規劃模型，以矩陣的方式來進行研究，並以兩階段排課的方式，求取教師偏好的最大化，而得到排課結果。許文楷與黃秀慧（1998）[3]使用整數規劃模型建立教師課程指派模式，依課時算術加權法，求得教師與科目的分配結果。但此研究只以該校兩學年度的排課資料，作為研究的樣本，導致此法在降低全體教師排課總科目數的效果，並不明顯，此結果令人懷疑。猜測造成此結果的原因，可能由於排課樣本數有限所造成，本文將進一步探討此問題。楊迺聲（2005）[5]、廖聖揚(2005)[6]，分別對陸軍工兵學校與空軍航空技術學院班隊，研究軍事院校的排課問題。但兩者均以軍事班隊為對象且以後期排課的問題為主，對本校一般學科部各科系的狀況(固定周課表)，並不全然適用。
三、 研究方法
    一般情況下，前期排課的流程是先就開課科目與專任教師的適任科目與課時限制之間，先找出初步的排課結果，若師資不足，才就無專任教師任教的科目，透過協調或聘任兼任教師，以彌足開設科目之需求。依據此原則，分別定義本文前期排課的限制條件和目標函數。
3-1限制條件
變數的定義:
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每周的最大和最小上課時數 : 
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 (元/小時)。表1.本校教師之超鐘點限制及鐘點費
	教師類別
	基本時數
	最大超鐘點數
	鐘點費
(元/小時)

	教授
	8
	4
	795

	副教授
	9
	4
	685

	助理教授
	9
	4
	630

	講師
	10
	4
	575

	系主任
(行政主管)
	原基課時-2
	4
	鐘點費

	導師
	原基課時-3
	4
	鐘點費

	無證書之兼任教師
	0
	4
	380

	校內兼教教官
	0
	4
	0


    本研究的限制條件如下:

(條件1) 教師授課時數限制:
    每位教師的授課時數總和必須大於等於基本時數，但小於等於最大時數，請參考表1，故
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(條件2) 開課班級數限制:
    全體教師在科目
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的排課總班數必須小於等於全系(科)開班總班級數，即
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    根據此限制所產生的計算結果若產生總教師授課班數不足，則聘任兼教，若此科目為選修課程，師資不足，則透過協調或考慮該科目開設與否。
(條件3) 鐘點費限制
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(條件4) 特別限制
    航院飛機工程系往年因為兼教數多，所以排課會盡量可能滿足(也可以不滿足)，若開課科目的開班數大於1班以上，希望至少有1位專任老師，配合教學大綱，教材選用與出題等教務行政工作，將此條件也考慮進來，即
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(條件5) 問題本身的條件限制
    排課本身是個正整數規劃的問題，即
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3-2目標函數
    本文選擇三種不同定的目標函數。
3-2.1 最小化全體教師授課總科目數
    若能使得全體教師授課總科目數減少，就課程準備、效率甚至上課品質，必有一定程度的助益[3]。故取目標函數為:
    Min. 
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在滿足3-1的限制下，求目標函數最小值。 但
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signx

為非線性，本身不可微且不連續，非線性的退火法(annealing method)[9]或一般線性理論[7,10]的方法並不能求解。 所以本文採整數規劃理論 ，先求取滿足所有限制條件下的完全解(exact solution)，再代入目標函數，求目標函數的最小值。
3-2.2 最大化教師總科目數滿意度
    先由各專任教師自選適任科目，並每科依順序給以滿意度權值後，取目標函數為教師總科目數滿意度:
    Max 
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算術加權 : 取
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比例加權: 取
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只是用在最佳排課之計算參數，有無正規化(normalized)並不影響排課的結果。
    由於限制條件和目標函數均為線性，採線性規劃，搭配內點法(interior point)、單純形法[7,10](simplex algorithms)，搭配整數規劃理論，進行最佳化求解。
3-2.3 最大化教師總課時數滿意度
    將教師科目滿意度權值(
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)換算成教師課時滿意度權值(
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)，取目標函數為教師總課時數滿意度 : Max 
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四、 結果與討論
4-1最小化全體教師授課總科目數
    問題描述:開課科目為8科，4科3學分，4科2學分，每科開班數為2，一周總課時數為40節，每位教師排課最少6節，最多10節，每位教師選擇的適任科目為4科，且教師人數可變，預算無限制的情形下:Max/Min. 
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St : 3-1 (1),(2),(4),(5).

    此問題以window 7(64bit)， Intel i5 (4 core) @3.2GHz，使用Wolfram mathematica 8.0求正合解與目標函數的最大和最小值。
結果如下:
表2.非線性方法求得正合解的結果
	           教師數
	3人
	4人
	5人
	6人
	7人

	最大教師總科目
	11科
	14科
	15科
	16科
	x

	最小教師總科目
	3科
	4科
	6科
	8科
	x

	教師平均最小排課科目數(科/人)
	1
	1
	1.2
	 1.33
	x

	正合解總數(組)
	5476
	35386
	28753
	4368
	x

	Cpu時間(秒)
	3.9
	48.7
	144.5
	47.3
	x


    此結果顯示，最佳化之後，教師授課時數在教師為3至6人的情形下，全體教師授課科目總數和平均排課科目數相當理想。若教師為7人，需求課時數(40)已經小於教師最低授課時數總和(42)，無法滿足每位教師達到基本課時的要求，故無解。
    這個方法的優點是(1)直觀，(2)此極值為全域極值(global extreme value)而非局部(local)。此法可應用至小規模前期排課。但缺點是如果排課規模較大，電腦的計算時間將和排課人數與科目數成指數遞增，計算將會變得非常耗時。
4-2最大化教師總科目與總課時滿意度
  開課條件如下:

	每周上課時數
	4
	3
	3
	3
	3
	2
	2
	2
	1

	科目數
	1
	1
	4
	1
	2
	4
	1
	1
	1

	開班數
	4
	8
	4
	3
	2
	4
	3
	2
	4


問題描述:科目為16科，共計155小時，預算無限制，教師排課最少6節，最多10節，每位教師選擇的適任科目為4科，且教師人數可變的情形下，
 Max 
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    以mathematica軟體中的線性規劃模組配合整數理論，分別以內點法和單純形法，求解此問題。由於目標函數和限制條件均為線性可微分函數，和3-1非線性的方法比較，計算時間將大為下降。將目標函數取為四種狀況:

(1) 課時算術加權，
(2) 課時比例加權，
(3) 科目算術加權，
(4) 科目比例加權，
分別予以最佳化求解。
    圖1.的縱軸為四種加權法算出的教師授課總科目數除以課時算術加權法所計算出的教師授課總科目數，目的在於比較4種方法的對總體教師授課總科目數的影響。在樣本數為1，對不同的教師人數的情形下，解出同樣的結果，內點法的cpu時間為86.58秒，單形法為92.33秒。內點法的效率優於單形法。所以本文之後的問題，皆以內點法求之。
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    圖1.顯示在此組特定開課與教師適任科目的配置下，比例加權法對授課總科目數，在教師人數為10到20人之間時，有下降的情形，和許文楷 [3]的結果比較，結果應為合理。但整體來看，下降的趨勢並非完全一致，在某些教師人數下，比例加權法反而會增加授課總科目數，這和預期的結果不同。因為目標函數在各適任科目與課時的權值並不相同，最佳化之後，理論上排課科目應該會往高權值的適任科目集中，因而導致教師授課總科目數減少。因此上圖結果應與開課課程和教師選擇的科目有關，也就是和選取的樣本有關。
    於是本文在開課條件固定的情況，先保持教師人數不變(教師人數=n)，以亂數產生100組教師，每組每人隨機選擇4科適任科目而後進行課程分配，每組皆予以最佳化，將結果取平均值。然後改變教師人數(教師人數=n+1)，重複以上步驟。最後得教師從2人增加至25人的所有結果。
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  由圖2.和圖3.顯示，樣本數增加，授課總科目數下降的趨勢就明顯許多。首先將排課依教師人數多寡，分為三個區段 : 排課裕度大(教師人數2到14人)，排課裕度中等(15到20人)，排課裕度小(21到25人)。就教師總授課科目數而言。在教師人數少，也就是排課的裕度大或中等的情況下，科目加權法優於課時加權法。但教師人數增加至課時供給數(教師可排課的課時數)和課時需求數(本文中開課需求數為155)接近時，也就是排課裕度較小的情形下，則四個方法得到的教師授課總科目數會接近。
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    圖4.顯示出一個比較特別的結果是，不管是科目算術加權或課時算術加權，在排課裕度中等的情形下，教師總授課科目數，幾乎維持定值，不隨教師人數增加而增加。在排課裕度小或大的情形下教師授課科目總數會隨著教師人數的增加，而增加。
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    每位教師排課最少6節，最多10節，是以最小課時數=6*教師人數，最大課時數=10*教師人數，需求課時數=155。由圖5.看出排課裕度中等的情形下，課時算術加權的實際總排課時數會略大於比例加權法。但隨著排課人數增加，兩者的實際排課時數都接近155。這種現象在科目加權法中亦然。
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    圖6.顯示，在排課裕度大的情形下，每位教師的平均課時會接近最大課時，而在排課裕度小的情況下，每位教師的平均課時則會趨向基本節數。
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    圖7看出，在排課裕度較大和中等的情形下，等比加權法會讓教師的平均科目數小於算數加權法。排課平均科目數下降，代表教師備課的科目數和時間將會減少，有助於教學品質。又排課裕度在中等和小的情況下，代表著教師人數愈多，則每位教師的平均授課科目數會愈小，所以一般情形下(教師專長的同質性不能太高)，一個科系的專任教師愈多，教師平均的授課科目數會下降，有助教學品質。
4-3 個人課時分配的公平性
    以課時加權法作前期排課的課程分配，求教師個人的平均最高課時數與平均最低課時數，結果如下圖所示:
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    結果顯示，在排課裕度高的情形下，平均課時接近教師可授課的最大課時，也就是大部分的教師個人授課時數，會接近規定的最大授課時數(10節)。排課裕度中等的情形下，平均課時數介於兩者之間，而排課裕度小時，平均課時數，接近規定的最小課時(6節)，也就是大部分的教師，授課時數僅是上滿基本鐘點，此結果相當合理，因為為了滿足每位教師都達到基本鐘點，所以大部分的教師已無其他超鐘點的課時。將本問題，改以科目加權法求解，結果類似。
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  下圖為個人授課時數的標準差。由圖的結果顯示，科目或課時加權法可求得整體教師排課的滿意度最大，但這兩種方法較大的缺點在於，排課供給數與需求數接近的時候，以本研究發現，在教師人數在15至23人之間，教師個人授課時數的標準差會超過1。
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    此結果表示，為求得整體教師的最佳科目或課時滿意度，本文的四個方法會犧牲個別教師的授課時數，也就是多數的教師排課達最大的超鐘點數，可是有少數的教師並未超鐘點或僅超1個鐘點，造成個人課時標準差偏大。這樣的排課結果對教師個人而言並不公平。然本文目標函數與限制條件並未考慮到公平性的問題，所以這樣的結果也合乎預期。
若考慮提高排課公平性的問題，可在課時尚有裕度的情況下，將每人的最低排課時數由6節提高至7或8節，最高課時數則保持不變。
將最低課時數調成7，結果如下:
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    此結果顯示，個人課時標準差大為下降，排課公平性也得到提升。
五、結論
    本研究發現 :

(1) 前期排課規模不大時(如: 航院軍事氣象系、後勤管理科、航空電子科)，可用非線性搜尋完全解的方式，求得教師、課程與課時的分配。
(2) 前期排課的規模較大時(如: 航院飛機工程系、航空通信電子系)，可透過科目或課時滿意度的方法，求得教師、課程與課時的分配。
(3) 就線性方法而言，若以整數理論搭配內點法，比搭配單形法，就本問題而言，以搭配內點法的效率較佳。
(4) 無論就教師授課總科目或教師個人平均授課科目數，科目加權優於課時加權，等比加權又優於算術加權。
(5) 一般情況下，專任教師愈多，教師的平均授課科目數會下降，提高教學品質。
(6) 教師個別平均課時不均的問題，提高教師的最小上課時數的限制，課時分配公平性的問題，可以得到相當大個改善。
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