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摘要 

本論文提出了一個新的類比控制器轉換到其離散型式的方法，當對連續時間下的

響應作梯型積分時，發現有一個額外的幾何面積誤差是須要被考慮的，故其轉換關係

式也應作合理的補償修正。在所提方法之轉換關係式中有一可調的補償參數，其可根

據控制器的模型和取樣週期的大小來調整。當一適當的補償參數值在轉換關係式中被

選取去離散化一控制系統時將顯得更為有效。因為所提之方法是針對雙線性轉換法進

行改良，所以藉由所提之方法所離散之系統將會有更好的性能表現。由實例模擬的結

果將可得到驗證。 
關鍵字：梯型積分、雙線性轉換關係式、取樣週期 

Abstract 

This study presents a new discretization approach for converting an analogue controller 
into its corresponding counterpart for a discrete-time system. Based on the trapezoidal 
integration of the continuous-time response, an extra geometric area is considered, so that 
the discrete-time transformation is reasonably compensated. In the transformation of 
proposed method there is a flexible compensated parameter n which can be tuned in 
accordance with controller and sampling period. Thus a suitable n in our proposed 
transformation can be found to make effective compensation for a sampled-data system. 
Since our scheme is the improvement of bilinear transformation, the discrete system by 
the proposed transformation has better performance. This can be demonstrated from the 
simulation results. 
Keywords：trapezoidal integration, bilinear transformation, sampling period 

 

一、簡介 

隨著數位計算機、類比到數位(A/D)及數位

到類比(D/A)轉換器的快速發展，使得要數位化

一個類比控制器變得簡單[1, 2]。數位化控制器

在可靠度(reliability)、精確度(accuracy)、抗電子

雜訊(electronic noises)干擾上，通常是較優於類

比控制器的[3]，然而，由於連續時間(continuous- 
time)控制系統的理論發展較早，所以現今大多

數控制系統的控制器其設計還是類比的模型。
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為了能進行數位化的控制，必須將這些在連續

時間下已完成設計的控制器轉換成其等效離散

時間(discrete- time)的模型[4]，而經數位重設計

後的系統，在相同的輸入和起始條件下，其表

現也仍能與原類比系統非常地貼近。 
一個類比控制器的最初設計是為了能滿足

系統在連續時間下的性能表現，但其數位化後

的響應卻常因數位化轉換過程中不可避免的誤

差而有所偏離，且那偏離的現象在取樣週期不

夠小時將更是明顯。然而，在實際工程系統的

應用上，數位化控制器對取樣週期的選擇常是

需要有較大容忍度的[5]，若只限於小的取樣週

期去做離散化將是不切實際的。.在本論文中，

一個新的類比控制器離散轉換的方式將被提

出，其是藉由補償的方式去改良雙線性(billinear)
轉換法。此外，一個離散的性能指標函數會被

定義，以方便各種離散方法作性能的比較。最

後，將以一個例子去驗證所提方法的有效。 

二、補償方式 

考慮一類比控制器，其轉移函數模型如下 

 
as

a
sE
sU

+
=

)(
)(  (1) 

其中 a 是常數，而上式轉移函數的微分

方程型式是 

 )()()( taetua
td
tud

=+  (2) 

若一個取樣週期 T 被使用去決定 u(t)，
則式(2)可表示成如下的差分型式 

 ( 1) ( 1)

( ) ( )

( ) ( )
k T k T

kT kT

u kT T u kT

a u t dt a e t dt
+ +

+ − =

− +∫ ∫
 (3) 

有數種方法是可以去得到上述類比控制器

的離散等式[6, 7]。但若從幾何的觀點，式(3)右
邊的每一積分項皆可用補償式的梯型積分法去

計算得到。如圖一所示，被計算的面積可由面

積 1A 和面積 2A 得到。其中 1A 的值可由梯形積

分規則得到 

 1 [ ( ) ( )]
2
T y kT T y kT= + +A  (4a) 

而 2A 則是一平行四邊形的面積如下 

 2 [ ( ) ( )]T y kT T y kT
n

= + −A  (4b) 

其中 n 是被選取的常數，一個正的常數(正
補償)和一個負的常數(負補償)分別被選取如圖

一(a)和圖一(b)所示。 

很明顯的看到面積 2A 是為了補償面積

1A ，所以其誤差也將會被降低。根據這樣的方

法，式(3)可重寫如下 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

( ) ( )
1 1( ) ( ) ( ) ( )
2
1 1( ) ( ) ( ) ( )
2

u kT T u kT

aT u kT T u kT u kT T u kT
n

aT e kT T e kT e kT T e kT
n

+ −

⎧ ⎫= − + + + + −⎨ ⎬
⎩ ⎭
⎧ ⎫+ + + + + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (5) 

將式(5)作 z 轉換 

 
圖一(a)、補償式的梯型積分(正補償) 

 
圖一(b)、補償式的梯型積分(負補償) 
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 (1 ) 1 ( )
2 2

( ) ( )
2 2

aT aT aT aTz U z
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n n
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其離散時間的轉移函數為 

 

[ ]

( )
2 ( 1)( )

( 2) ( 2)

U z a
n zE z a

T n z n

=
− +

+ + −

 (7) 

比較式(1)和式(7)，得到 s 和 z 的關係式 

 
[ ]

2 ( 1)
( 2) ( 2)

n zs
T n z n

−
=

+ + −
 (8a) 

方程式(8a)也可重寫表示如下 

 [ ]1 ( 2) ( 2) 1
2 ( 1) 2 1

T n z n T z Ts
n z z n

− + + − +
= = +

− −
 (8b) 

當 ∞=n ，則式(8b)變為 

 
1
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2
1

−
+

=−

z
zTs  (9a) 

或 

 
1
12

+
−

=
z
z

T
s  (9b) 

而那即是眾所週知的雙線性轉換關係

式。很明顯的看出雙線性轉換關係式其實只

是所提方法的一個特例。如式(8)所示，一個

新的可調整的雙線性轉換關係式產生，將很

有用於取樣資料系統其類比控制器數位化的

轉換。所提方法之離散時間狀態空間模型將

在下節討論。 

三、離散時間狀態空間之模型 

考慮一線性非時變連續時間系統 
 )()()( tButAxtx +=&  (10a) 
 )()( tCxty =  (10b) 
其中 x(t)為 1×m 的狀態向量，u(t)為 1×q 輸入向

量，y(t)為 11× 的系統輸出，且 A、B 和 C 為常

數矩陣。將式(10a)作拉氏轉換，得到 
 )()()( sBusAxssx +=  (11) 
將式(8a)的結果代入到式(11)，得到其在 z 定義

域下的關係式 
 
 

 
2 ( 1) ( )

[( 2) ( 2)]
( ) ( )
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Ax z Bu z
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 (12a) 

或 
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 (12b) 

)(zx p 的下標“p”意味是經由所提方式所

得的離散時間狀態，而 mI 則是 mm× 的單位

矩陣。式(12b)可重寫成 

 

[ ]

1

1

2 2( ) ( )
2 2

2 ( 2) ( ) ( 2) ( )
2 2

p m m p

m

n nx kT T I AT I AT x kT
n n
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−
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 (12c) 

此即為經由所提方式所得到之離散時間

狀態空間之模型。而其離散時間的輸出為 

 )()( kTCxkTy pp =  (12d) 

這是有趣的當我們將所提的方法和雙線性

轉換法作比較。藉由積分式(10a)的兩邊，從 kT
到 kT+T，得到 

 
( )

( ) ( )

kT T

kT

kT T kT T

kT kT

x t dt

A x t dt B u t dt

+

+ +
= +

∫

∫ ∫

&
 (13) 

利用片段常數 (piecewise-constant)近似

和梯型積分，式(13)可寫成(下標“b”意為是經

由雙線性方式) 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

b b

b b

x kT T x kT
x kT T x kT u kT T u kTA T B T

+ −
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 (14a) 

或 
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(14b) 

此即為經由雙線性方式所得到之離散時

間狀態空間之模型。而其離散時間的輸出為 
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 )()( kTCxkTy bb =  (14c) 

由式(12c)知當 ∞=n 時，經由所提方式

所得到之離散時間狀態空間之模型與經由雙

線性方式所得到之結果如式 (14b)是相同

的。再次顯示雙線性轉換方法只是所提方法

的其中一個特例情形。 
不管怎樣，式(10a)的精確連續時間解，

眾所周知為(其下標“c”意為是連續時間系統) 

 ( ) exp( ) ( )

exp( ( )) ( )

c c

kT T

kT

x kT T AT x kT

A kT T Bu dλ λ λ
+

+ =

+ + −∫
 (15a) 

若輸入信號 )(λu 在積分區間內是一常

數 值 ， 換 言 之 ， 即 )()( kTuu =λ 在

TkTkT +<≤ λ 時，則式(15a)可得到為 

 
( ) 1

( )

exp( ) ( ) exp( ) ( )
c

c m

x kT T

AT x kT AT I A Bu kT−

+

= + −
 (15b) 

而式(10b)的連續時間輸出為 
 ( ) ( )c cy t kT Cx t kT= = =  (15c) 

為了公平的比較離散時間響應 dy 和原

始連續時間響應 cy ，一個性能指標函數 J 被

定義如下 

 
( )

[ ]

2

0

2

0

( ) ( )

( ) ( )

f

f

t

c d

k

c d
k

J y t y t dt

y t kT y kT
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∫

∑
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其 int f
f

t
k

T
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

是整個響應區段內的最

後 一 個 取 樣 點 ， 而 各 誤 差 合

pJ ( ( ) ( )d py kT y kT= )、 bJ ( ( ) ( )d by kT y kT= )和

BJ (經由 Boxer-Thaler 轉換關係式)，將在下

節更進一步的探討。 

四、實例驗證 

在本節，將針對所提之轉換法、雙線性轉

換法及 Boxer-Thale 轉換法，用一個實例去做離

散響應表現的比較。考慮一已完成的受控系統

如圖二 

C(s) P(s)
r(t)

+ _

y(t)e(t) u(t)

 

圖二、連續受控系統 
 

其中，參考輸入 r(t)為一單位步階函數，

控制器是 

 
2

2

10.42 20( )
32.44 20

s sC s
s s
+ +

=
+ +

 

受控體是 

 20( )
(1 )(1 )

10 30

P s s ss
=

+ +
 

首先，經由雙線性轉換關係式所得之控

制器離散等式為 

 2 1

1

( ) ( ) b
b

b
z

T z

N
D

C z C s s −

+

== =
 

其 

 
2 2

2 2
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其次，經由所提方法之轉換關係式所得

之控制器離散等式為 

 2 ( 1)

[( 2) ( 2)]

( ) ( ) p

p
p

n z

T n z n

N
D

C z C s s −

+ + −

== =
 

其 
2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

[4 20.84 ( 2) 20( 2) ]
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n nT n T z

n n n T n T

= + + + +
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2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

[4 64.88 ( 2) 20( 2) ]
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pD n n n T n T z
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最後，經由 Boxer-Thaler 法所得之控制器

離散等式如下 
因 Boxer-Thaler 轉換關係式之一次方積

分子和二次方積分子分別為 

 1 1
2 1
T zs

z
− +
=

−
 

和 

 
2 2

2
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10 1
12 ( 1)
T z zs

z
− + +
=

−
 

而 C(s)可重寫成 
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2044.321
2042.101)(
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++
++

=
ss
sssC  

將 Boxer-Thaler 的 1−s 和 2−s 代入 C(s)得到 

2 2
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2
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其 

 
2 2
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使用零階保持(zero-order hold)，得到受

控體的離散模型 

 1( ) ( ) .
sTeP z Z P s

s

−⎧ ⎫−
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

其整個等效離散受控系統的模型如圖三 
 

C(z) P(z)
r(kT)

+ _

y(kT)e(kT) u(kT)

 
圖三、等效離散受控系統 

 
且此離散受控系統的輸出為 

 1 ( ) ( )( ) ( )
1 ( ) ( )

C z P zy kT R z
C z P z

− ⎧ ⎫
= Ζ ⋅⎨ ⎬

+⎩ ⎭
 

將 )(zCb 、 )(zCB 和 )(zC p 各自代入 )(kTy ，

得到 )(kTyb 、 )(kTyB 和 )(kTy p ，其分別是經由

雙線性轉換法、Boxer-Thaler 轉換法及所提

轉換法的輸出響應。根據式(16)所定義之性

能指標函數，三種輸出誤差和 pJ 、 bJ 和 BJ 將

被計算求出以判斷其離散資料系統的表現。 
所有模擬的結果都被包含在表一，當中有

( 1.0=T , 30=fk )、( 15.0=T , 20=fk )、( 2.0=T , 

15=fk ) 、 ( 25.0=T , 12=fk ) 、 ( 3.0=T , 

10=fk )、( 35.0=T , 10=fk )、和( 4.0=T , 8=fk )

等八種取樣週期和取樣點數的組合被選取去計

算此三種離散方法的誤差和。同時，將( 1.0=T , 
15=fk )和( 4.0=T , 8=fk )的輸出響應分別顯

示於圖四和圖五以便三種離散方法的彼此比

較。 
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圖四、取樣週期 T=0.1(sec)的輸出響應比較 
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圖五、取樣週期 T=0.4(sec)的輸出響應比較 

 
在圖四( 0.1T = )，此三種離散輸出響應是

接近的，此外，當一個足夠小的取樣週期(像是

0.01T = sec)被使用在此例時，三條離散的反應

曲線近乎是重疊且皆與連續反應曲線非常地接

近。另如表一所示，發現當取樣週期遞增時，

三種離散誤差指標 pJ 、 bJ 和 BJ 也跟著增加，但

遞增的範圍， bJ 是最大， BJ 其次，而選擇一適

當 n 值的 pJ 則是最小。而在圖五( 0.4T = )顯

示， bJ 已經發散， BJ 和 pJ ( 8.6n = )雖皆收斂但

BJ 較 pJ 具有相對較大的誤差值，此結果揭露當

一個適當的補償參數於所提方法中被選取應用

時，即可容忍以相對較大的取樣週期去完成資

料的取樣。 
從上述的模擬結果，顯示所提之方法確實

能有效地應用在取樣資料系統的實現上。 
 

表一、不同取樣週期下的誤差和比較 
T 

Error 1.0=T  15.0=T  2.0=T  25.0=T  3.0=T  35.0=T  4.0=T  

pJ  ( 4)n = −
0.0870 

( 4.9)n = −  
0.1514 

( 6.8)n = −
0.2211 

( 13)n = −
0.3492 

( 62)n = −
0.5620 

( 22)n =  
1.1381 

( 8.6)n =
3.5619 

bJ  0.1355 0.2411 0.3570 0.4581 0.5802 2.5318 129.99 

BJ  0.1396 0.2555 0.4001 0.5692 0.8101 1.5868 5.0863 
 
 

五、結論 

一個藉由調整補償參數的補償型梯型數值

積分法在此被討論，其可有效的將類比系統轉

換成其等效的離散型式。而事實上，這樣的離

散化問題是一種離線的工作，使用者可以根據

不同的系統模型和取樣週期，經由事先的模

擬，再去決定適合的補償參數值。當一個適當

的補償參數被應用時，其離散的模型，不僅會

得到一個相對較精確的取樣資料響應，且也能

容忍以相對較大之取樣週期去完成資料的取

樣。此方法可完全實現於電腦及數位化的程式

上。 
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